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Введение

Некоторым читателям тема этой книжки покажется на первый 
взгляд странной, так как объединяет вместе совершенно разные 
и далекие друг от друга понятия. Действительно, часть учащих­
ся считает, что алгебра и геометрия — совершенно разные науки, 
и ничего общего между ними нет. Но это, конечно, неверно. Есть 
много пунктов, в которых алгебра соприкасается с геометрией. 
Один из них — это геометрические неравенства, т.е. неравенства 
между числовыми мерами (или измерениями) различных геомет­
рических объектов. Более точное определение не имеет смысла 
здесь указывать, так как далее станет ясно, о чем пойдет речь.

Доказательство неравенств в школе считается трудной и вто­
ростепенной темой, учащиеся чаще сталкиваются с равенствами, 
тождествами, уравнениями. Наверное поэтому, как написали в 
предисловии к своей книжки «Введение в неравенства» амери­
канские математики Беккенбах и Беллман, о математике часто 
остается впечатление как о науке тавтологической, т.е. доказы­
вающей что предметы равны самим себе. Однако, это не так, и 
большая часть математических утверждений — это неравенства.

Геометрические неравенства — еще большая редкость в шко­
ле, чем просто неравенства. Отдельные задачи на эту тему рас­
сыпаны по различным книгам и сборникам (например, [15, 19, 
20, 31, 32, 39, 45, 51, 52, 53, 47, 48, 49, 66, 72]), в основном олим- 
пиадного характера. Специального посвященных этой и близким 
темам книг сравнительно немного (некоторые из них приведены 
в списке литературы в конце книги, например [9, 12, 10, 14, 25, 
26, 37, 42, 40, 56, 60, 69, 73, 74, 77]), не все они рассчитаны на
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школьников, и большинство из них издавались давно. Между 
тем это очень красивая область геометрии (все же скорее это 
геометрия, чем алгебра), в решениях задач в ней иногда при­
чудливо переплетаются и алгебраические и геометрические рас­
суждения. Конечно, наиболее привлекательно выглядит исполь­
зование геометрических рассуждений с минимумом вычислений, 
но и вычислительные решения часто тоже удовлетворяют всем 
эстетическим требованиям.

Хотя геометрические неравенства довольно специальная те­
ма, количество различных фактов и задач в ней очень велико, 
и поэтому для книжки было выбрано сравнительно узкое на­
правление. Центральное положение в ней занимают задачи об 
экстремальных свойствах многоугольников. Точнее, в ней собра­
ны неравенства, связывающие между собой различные элемен­
ты (и числовые характеристики размеров) многоугольника, при­
чем эти неравенства как правило точные, т.е. они обращаются 
в равенства, причем в основном для правильных многоугольни­
ков. Поэтому каждое из этих неравенств соответствует некоторо­
му экстремальному свойству многоугольника, которым обладает, 
как правило, правильный многоугольник (и изредка некоторые 
другие).

Частные случаи таких неравенств для треугольника и четы­
рехугольника также представляют интерес и выделены в отдель­
ный раздел, во-первых, потому, что у них есть более простые до­
казательства (и прежде чем читать раздел о многоугольниках, 
полезно прорешать задачи про треугольники и четырехугольни­
ки), а во-вторых потому, что в этом случае известны разнообраз­
ные усиления и уточнения этих неравенств, в которых участвуют 
высоты, медианы, биссектрисы, средние линии и др. величины, 
определяемые для треугольников и четырехугольников.

Естественно также наряду с произвольными выпуклыми мно­
гоугольниками рассмотреть также произвольные выпуклые фи­
гуры, и этой теме посвящены специальные разделы, в которых, 
в частности, дается строгое доказательство изопериметрического 
свойства круга, и рассматриваются различные задачи о возмож­
ности накрыть произвольную фигуру многоугольниками данно­
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го вида или поместить такие многоугольники в данную фигуру. 
Эти разделы более сложны для понимания, так как в них исполь­
зуются не совсем элементарные понятия площади и периметра 
произвольных фигур, но научится понимать, как решаются по­
добные задачи, можно и не вдаваясь детали теорий, трактующих 
понятия площади и длины кривых фигур. Интегральное исчис­
ление в книжке почти нигде даже не упоминается.

Так как среди величин, участвующих в рассматриваемых не­
равенствах, встречаются диаметр и ширина, то показалось есте­
ственным включить в книжку также разделы с разнообразными 
задачами, связанными с понятием диаметра (например, задачи 
о покрытиях множеств данного диаметра фигурами разных ви­
дов) и задачи о так называемых фигурах постоянной ширины.

Значительная часть планиметрических задач из этой книжки 
имеет стереометрические аналоги (обобщения), и с целью полно­
ты в нее был включен раздел о неравенствах для произвольных 
тетраэдра и параллелепипеда, и также раздел о произвольных 
многогранниках и выпуклых телах(который, ввиду сложности 
материала, почти не содержит доказательств и носит информа­
тивный характер).

Вряд ли здесь собраны все задачи на геометрические неравен­
ства, даже попадающие в указанные выше рамки, но удивитель­
но, как много их оказалось. Поэтому затруднительно изложить 
их решения в этой книжке из-за ограниченного объема, и мно­
гие задачи оставлены читателю для самостоятельного решения. 
К части задач все же даны более или менее подробные указания.

Особенностью геометрии является множественность доказа­
тельств, поэтому для некоторых задач приводились несколько 
разных решений (в основном по той причине, что более общее 
утверждение доказывалось совсем не так, как частное), но не 
было стремления к перечислению всех известных решений и к 
какой-то классификации различных методов решения подобных 
задач.

В элементарной геометрии часто трудно установить, кто пер­
вый опубликовал теорему, задачу или ее решение, поэтому указа­
ния на авторство задач или решений фрагментарны. В целом вся
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предлагаемая подборка задач накрывается задачами и теорема­
ми из книг, указанных в списке литературы, но есть и материал, 
отсутствующий там. Большинство книг из списка литературы, к 
сожалению, малодоступно для учащихся (либо в силу библиогра­
фической редкости, либо в силу особенностей изложения, не ори­
ентированного на школьников) или малоизвестно. Но совсем ста­
рые книги (или книги на иностранных языках) в библиографию 
не включались. Автор надеется, что предлагаемая книжка будет 
содействовать, в частности, популяризации как замечательных 
книг из списка литературы, так и всей этой тематики.

Задачи расположены в определенном порядке, и решения сле­
дующих задач часто используют предыдущие, поэтому решать 
их нужно в указанном порядке. Слово задача в формулировках 
для краткости опущено, а задачи занумерованы сплошной ну­
мерацией. Задачи повышенной сложности отмечены звездочка­
ми (особо трудные —несколькими). Если задача предлагалась на 
олимпиаде, то в скобках указано, когда и где. Если известен ее 
автор, то иногда указывался он вместо указания на олимпиаду.



Глава 1

Неравенства для 
треугольников, 
четырехугольников 
и многоугольников

Миром правит геометрия, ибо геометрия — 
земное отражение божественного промысла.

Джон Бэнвилл, «Кеплер», 1981

1.1 Простейшие задачи
на максимум и минимум

Следующие задачи заимствованы из перевода «Начал» Евклида 
с комментариями, сделанными профессором Киевского импера­
торского университета М. Е. Ващенко-Захарченко [18]. В этой 
книге, кстати, есть большая коллекция задач и на другие темы.

^ 1 .  Если дана величина двух сторон треугольника, то наиболь­
шая площадь треугольника будет тогда, когда данные стороны 
составляют прямой угол.
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@ 2. Если на данном отрезке взята точка, то произведение ее 
расстояний до концов отрезка будет наибольшее, когда точка де­
лит отрезок пополам, а сумма квадратов этих расстояний будет 
наименьшая.

Если в произвольном треугольнике одну из сторон поделим 
пополам и через точку деления проведем параллельные осталь­
ным двум сторонам, то образуется вписанный параллелограмм, 
коего площадь будет наибольшая.

Экстремальные свойства 
середины дуги окруж ности

^ 4 .  Если произвольную точку окружности соединим с концами 
данной хорды прямолинейными отрезками, то сумма квадратов 
их длин будет максимальна в середине большей из двух дуг, стя­
гиваемых этой хордой, а минимальна — в середине меньшей из 
этих дуг.

^ 5 .  Если произвольную точку данной дуги окружности соеди­
ним прямолинейными отрезками с концами стягивающей ее хор­
ды, то сумма их длин, произведение их длин и площадь тре­
угольника, образованного хордой и этими отрезками будет мак­
симальна в середине данной дуги.

^ 6 .  Если через концы данной дуги окружности проведены к ней 
касательные, и через внутреннюю точку дуги также проведена 
касательная, то длина ее отрезка, заключенного между прове­
денными касательными, как и площадь треугольника, основани­
ем которого служит этот отрезок, а вершиной — центр данной 
окружности, будет минимальна когда точка является серединой 
дуги.

^ 7 .  Если в условиях задачи б дуга меньше полуокружности, 
то площадь треугольника, образованного указанными тремя ка­
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сательными, будет минимальна, если выбранная на дуге точка 
является ее серединой.

&*8. Если через концы данной дуги окружности проведены к 
ней касательные, и из внутренней точки дуги опущены на них 
перпендикуляры, то произведение их длин будет минимально, 
когда эта точка совпадает с серединой данной дуги.

Экстремальные свойства прямой, 
проходящ ая через данную  точку внутри угла

^ 9 .  Из всех прямых, проходящих через данную точку, и обра­
зующих с двумя данными прямыми треугольники, наименьшую 
площадь имеет тот из них, который образован прямой, делящей­
ся в данной точке пополам.

^ 1 0 .  Внутри данного угла дана точка, через которую прове­
дена прямая, пересекающая стороны угла. Произведение двух 
отрезков, которые высекаются на этой прямой данной точкой и 
сторонами угла, будет максимальным у прямой, образующей со 
сторонами данного угла равнобедренный треугольник.

Д ва пересекаю щ ихся круга

^ 1 1 .  Через точку пересечения двух кругов проведена прямая. 
Произведение хорд данных кругов, лежащих на этой прямой, бу­
дет максимально у прямой, образующей равные углы с касатель­
ными к этим кругам в точках пересечения с рассматриваемой 
прямой.

& 1 2 .  Из всех прямых, проходящих через одну из точек пере­
сечения двух кругов, наибольший отрезок, заключенный между 
данными кругами, будет у той прямой, которая перпендикулярна 
общей хорде кругов, а наибольшая площадь будет у треугольни­
ка, основанием которого будет указанный наибольший отрезок, 
а вершина в другой точке пересечения кругов.
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1.2 Выпуклые многоугольники

Примерами выпуклых многоугольников являются треугольни­
ки, параллелограммы и трапеции, известные всем по школьным 
учебникам. Некоторые слышали также про правильные много­
угольники.

Дадим общее определение, даже два. Многоугольником назы­
вается конечная часть плоскости, ограниченная замкнутой непе- 
ресекающейся ломаной линией. Ломаная линия — это кривая 
линия, состоящая из конечного числа прямолинейных отрезков 
(звеньев ломаной), любые два соседних из которых имеют общий 
конец. Ломаная замкнута, если первое и последнее звено тоже 
имеют общий конец (и поэтому тоже считаются соседними). Ло­
маная несамопересекающаяся, если ее несоседние звенья не име­
ют общих точек (не пересекаются). Очевидно, трехзвенная лома­
ная несамопересекающаяся и ограничивает треугольник. Четы­
рехзвенная ломаная уже может самопересекаться. Если она неса- 
мопересекается, то ограничивает четырехугольник, не обязатель­
но выпуклый. Далее без оговорок рассматриваем только замкну­
тые несамопересекающиеся ломаные. Оговорка о конечной части 
нужна, потому что эта ломаная ограничивает две непересекаю- 
щиеся части плоскости — конечную, лежащую внутри ломаной, и 
бесконечную, лежащую вне ее. В общем случае п—звенная лома­
ная ограничивает п—угольник. Однако это утверждение не так 
очевидно, как это кажется на первый взгляд, и является част­
ным случаем знаменитой теоремы Жордана о кривых. Доказа­
тельство этого частного случая можно найти в книге [38] . До­
казательство общего случая (да и строгая формулировка тоже) 
более сложны и выходят за рамки доступного школьникам (по­
пулярному изложению этой темы уже посвящены целые книги).

Многоугольник (да и вообще любая плоская фигура) может 
рассматриваться как множество, состоящее из точек плоскости и 
называется выпуклым, если вместе с любыми двумя точками он 
содержит соединяющий их отрезок. Ломаная, ограничивающая 
многоугольник, называется его границей. Точки границы можно 
включать в состав многоугольника, тогда его называют замкну-
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тъил. Если же многоугольник рассматривается без граничных 
точек, то его называют открытым, а его точки — внутренни­
ми. Сам этот открытый многоугольник называют еще внутрен­
ностью замкнутого многоугольника. Если один из них выпук­
лый, то будет выпуклым и второй. Вообще для геометрии ча­
сто различие между замкнутым и открытым многоугольником 
несущественно, например понятие периметра (длины границы 
многоугольника) и площади от этого не зависит. Но в некото­
рых случаях из формальных соображений удобно рассматри­
вать замкнутые многоугольники. Заметим, что понятие площа­
ди даже в случае многоугольников не такое простое, как поня­
тие периметра. Например, если мы двумя разными способами 
триангулируем (разобьем на непересекающиеся по внутренним 
точкам многоугольники) многоугольник, то почему суммы пло­
щадей треугольников разных триангуляций будут равны? Мы не 
будем углубляться в эти вопросы, только лишь введем обозначе­
ние S{M)  для площади многоугольника М, и р(М)  для его пери­
метра. Будем считать очевидным, что если один многоугольник 
содержит в себе другой, то площадь первого больше площади 
второго (свойство монотонности площади). Подобное утвержде­
ние для периметров уже неверно для произвольных многоуголь­
ников, но остается верным для выпуклых многоугольников.

^ 1 3 .  Докажите свойство монотонности периметров для выпук­
лых многоугольников и приведите пример невыпуклого много­
угольника, вложенного в выпуклый, для которых оно не выпол­
няется.

Указание. Многократно примените неравенство треугольни­
ка.

Приведем теперь обещанное второе определение выпуклого 
многоугольника. Это ограниченная плоская фигура, являюща­
яся пересечением конечного числа замкнутых полуплоскостей. 
Полуплоскость — это любая из двух частей плоскости, на ко­
торые ее разбивает произвольная прямая линия. Если к полу­
плоскости присоединить эту линию, получается замкнутая по­
луплоскость. Полуплоскость (и замкнутая и открытая) является
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выпуклым множеством. Наглядно этот факт очевиден и проще 
всего его принять за аксиому.

^  14. Докажите, что пересечение выпуклых фигур — выпуклая 
фигура.

Поэтому данное выше определение задает выпуклую фигуру. 
Оговорка об ограниченности нужна, так как например пересече­
ние двух полуплоскостей образует угол, если их граничные пря­
мые не параллельны (правда, этот угол не может быть развер­
нутым) , полосу, если они параллельны и полуплоскости направ­
лены друг на друга (расстояние между параллельными краями 
полосы называется ее шириной), и будет пустым множеством, 
если полуплоскости направлены в противоположные стороны. И 
углы и полосы являются выпуклыми фигурами и они могут быть 
как открытыми, так и замкнутыми, а в силу неограниченности 
не имеют ни периметра ни площади.

^ 1 5 .  Какие фигуры могут получиться при пересечении

• двух углов,

• угла и полосы,

• двух полос?

Прямую назовем опорной (или граничной) для данной фигу­
ры, если фигура лежит в одной из полуплоскостей, ограниченной 
этой прямой, и хотя бы одна точка фигуры лежит на этой пря­
мой. Указанную полуплоскость также назовем опорной (или гра­
ничной). Оговорка об ограниченности нужна, так как, например, 
круг является пересечением своих опорных полуплоскостей.

Границей многоугольника является замкнутая ломаная, об­
разованная отрезками, которые являются пересечениями много­
угольника с определяющими его полуплоскостями. Концы этих 
отрезков называются вершинами многоугольника, а сами отрез­
ки -  - его сторонами. Равносильность двух определений выпук­
лого многоугольника кажется очевидной, но строго это доказать 
не так просто (и доказательство зависит от используемой аксио­
матики), поэтому мы не будем углубляться и в этот вопрос.



1.2. Выпуклые многоугольники 15

Отрезки, соединяющие вершины, не лежащие на одной сто­
роне (не соседние), называются диагоналями.

^ 1 6 .  Сколько диагоналей у п —угольника?

Н екоторы е величины,
характеризую щ ие ф ор м у многоугольников

Наибольшая из диагоналей и сторон п —угольника называется 
его диаметром. Диаметров у многоугольника может быть много. 
Но их длины все равны, и число, которому они равны также 
называется диаметром многоугольника.

^ 1 7 .  Диаметр замкнутого многоугольника равен наибольшему 
расстоянию между его точками.

Например, диаметр треугольника — это наибольшая из его 
сторон.

Что такое диаметр круга, знают все. Он очевидно совпадает 
с введенным выше общим понятием диаметра.

^ 1 8 .  У открытого многоугольника наибольшее расстояние меж­
ду его точками может не существовать (не достигаться). На са­
мом деле, оно всегда не достигается.

Понятие диаметра можно ввести для любой замкнутой огра­
ниченной фигуры Ф и обозначить д(Ф) (что такое замкнутая фи­
гура в общем случае определять здесь неуместно).

Для таких фигур можно также ввести понятие ширины, как 
наименьшей ширины полосы, содержащей данную фигуру, по­
нятие вписанного круга, как наибольшего круга, лежащего (по­
мещающегося) в этой фигуре, и понятие описанного круга, как 
наименьшего круга, содержащего (накрывающего) ее. Указан­
ные полоса и круги у некоторых фигур могут определяться неод­
нозначно, но для любой данной фигуры Ф ее ширина и радиу­
сы вписанного и описанного кругов (внутренний и внешний ра­
диусы) конечно определены однозначно и далее обозначаются 
6(Ф), г(Ф), R (Ф). Иногда внешний радиус называют радиусом Юн­
га, а внутренний радиус —■ радиусом Бляшке. Существование



16 Глава 1. Неравенства для многоугольников

введенных понятий для произвольной фигуры не очевидно, од­
нако для многоугольников (не обязательно выпуклых) можно до­
казать и более точные утверждения (для выпуклых это полегче).

Высотой, опущенной на сторону многоугольника, называет­
ся самый длинный перпендикуляр, опущенный на ее или ее про­
должение из вершин многоугольника (или любой из них, если 
их несколько). В случае треугольника это понятие совпадает со 
всем известным понятием высоты треугольника.

^ 1 9 .  Ширина многоугольника равна наименьшей из его высот. 
Диаметр всегда больше ширины.

Поэтому ширина треугольника равна наименьшей из его вы­
сот.

Наименьшую выпуклую фигуру, содержащую данную невы­
пуклую фигуру, назовем выпуклой оболочкой.

^ 2 0 .  При нечетном п для правильного п—угольника справед­
ливы равенства

л т  . 7Г П  г_ о 7Г 7Г
2notg —  =  р =  2 n D s m — , S =  —D  cos — tg — .

2 п 2п 2 п 2 п

^ 2 1 .  Докажите, Что при замене произвольной невыпуклой фи­
гуры ее выпуклой оболочкой диаметр, ширина и внешний ради­
ус не меняются, периметр уменьшается, площадь увеличивается, 
внутренний радиус не уменьшается.

^ 2 2 .  Докажите, что полоса, края которой проходят через кон­
цы данного диаметра выпуклой фигуры перпендикулярно ему, 
содержит эту фигуру внутри себя.

Следующие неравенства почти очевидны.

& 2 3 .  Докажите, что для любых выпуклых фигур

d(M) < 2R(M).

Равенство возможно лишь когда некоторый диаметр внешней 
окружности является диаметром множества М.



1.2. Выпуклые Многоугольники 17

^ 2 4 .  Докажите, что для любых выпуклых фигур 2г (М)  < Ь(М). 
Равенство возможно лишь когда концы некоторого диаметра 
внутренней окружности принадлежат границе множества М.

^ 2 5 .  Докажите, что для центрально-симметричных выпуклых 
многоугольников (и любых центрально-симметричных выпуклых 
фигур)

d(M)  =  2R(M),  b{M) =  2r(M).

6 2 6 .  Описанный круг данного многоугольника либо имеет диа­
метр, совпадающий с диаметром многоугольника М , и тогда 
R(M) =  d { M ) / 2, либо он описан вокруг остроугольного тре­
угольника с вершинами, являющимися вершинами многоуголь­
ника М.

Указание. Если круг не содержит диаметра, то выберем на 
нем максимальную' дугу, не содержащую вершин из М. Симмет­
ричная ей дуга должна содержать хотя бы одну вершину из М  
(иначе ее можно увеличить до большей «пустой» дуги, чем рас­
сматриваемая), которая вместе с концами максимальную дуги 
образует нужный треугольник.

Обратим внимание на то, что в случае треугольника внешний 
радиус совпадает со школьным понятием радиуса описанного во­
круг треугольника круга только в случае остроугольного или 
прямоугольного треугольников. Для тупоугольного треугольни­
ка внешний радиус равен половине диаметра и меньше радиуса 
описанного вокруг треугольника круга.

6 2 7 .  Вписанный круг данного многоугольника либо касается 
параллельных сторон многоугольника (причем ближайших друг 
к другу, если есть другие пары параллельных сторон), и тогда

г (М)  =  Ъ(М)/2,

либо касается трех сторон многоугольника.
В случае треугольника внутренний радиус поэтому совпадает 

со школьным понятием радиуса вписанного в треугольник круга.
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В школе определяется также понятие вписанного в произволь­
ный многоугольник круга, как круга, касающегося всех сторон 
данного многоугольника (который при этом будет обязательно 
выпуклым).

<^28. Если в многоугольник М  можно вписать круг в школьном 
смысле, то его радиус совпадает с внутренним радиусом г ( М ) (и 
сам он является единственным вписанным кругом в обобщенном 
смысле), причем

р(М)г{М)  =  2 5(М ).

Вообще, если круг радиуса г  касается или пересекает все стороны 
многоугольника М,  то

p{M)r  >  2S(M).

^ 2 9 .  Для произвольного выпуклого многоугольника М  дока­
жите, что р(М)г(М)  < 2S(M),  причем равенство возможно лишь 
когда многоугольник М  — описанный вокруг некоторого круга.

Следующая задача предлагалась в 1966 году на Всероссий­
ской олимпиаде.

^ 3 0 .  (ВМО,66) Для произвольного выпуклого многоугольника 
М  докажите, что p(M)r(M)  >  S(M).

Указание. К каждой стороне многоугольника М  приложите 
прямоугольник с основанием, равным ей, и высотой г(М). Так 
как они пересекаются, то площадь покрытой ими фигуры будет 
меньше суммы их площадей, т.е. p(M)r(M).  С другой стороны, 
очевидно, что весь М  покрыт этими прямоугольниками, в про­
тивном случае круг с центром в непокрытой точке и радиусом, 
большим г(М), целиком лежит в М, что противоречит опреде­
лению г(М).

Используя задачи 29, 30, решите следующую задачу.

^ 3 1 .  (Москва, 81) Если выпуклый многоугольник М  содержит­
ся в выпуклом многоугольнике N, то

s (M) / p ( M ) <  2S(N) /p(N) .
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Указание: s ( M ) / p ( M ) < r (M)  < r (N)  <  2S(N) /p(N) .
Эта задача имеет естественное обобщение и на пространствен­

ный случай, только неравенство будет иметь вид v ( M ) / s ( M ) <  
3v (N) / s (N) ,  где v обозначает объем, a s  — площадь поверхности 
многогранника. Для ее решения надо соответствующим образом 
перенести в пространство задачи 29, 30.

^ 3 2 .  Докажите, что для медиана меньше полусуммы окружа­
ющих ее сторон.

^ 3 3 .  Докажите, что для выпуклых многоугольников (и любых 
выпуклых фигур, для которых можно ввести понятие перимет­
ра)

р(М)  >  4R(M),  р (М)  >  2d(M).

Указание. На границе фигуры выберем две точки, делящие 
периметр пополам, и рассмотрим окружность, в которой эти точ­
ки являются диаметром. Тогда для любой точки на границе фи­
гуры сумма расстояний до концов этого диаметра не больше р / 2, 
поэтому согласно задаче 32 расстояние от нее до центра рассмат­
риваемой окружности меньше р / 4, поэтому круг радиуса меньше 
р/4  накрывает фигуру, значит R < р / 4.

1.3 Неравенства для треугольников

Здесь мы предлагаем читателю несколько задач о неравенствах 
для произвольных треугольников, которые далее будут обобще­
ны для произвольных выпуклых многоугольников. При этом ис­
пользуем обозначения иногда в несколько ином смысле, чем в 
предыдущем разделе, а именно, как и в школе обозначаем R  ра­
диус описанного круга, р  — полупериметр. Как и в предыдущем 
разделе d — диаметр, т.е. длиннейшая сторона, b — ширина, т.е. 
кратчайшая высота.

Начинаем с нескольких задач для треугольников специаль­
ного вида.
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Неравенства для прямоугольных 
и остроугольных треугольников

^ 3 4 .  Высота прямоугольного треугольника, опущенная на ги­
потенузу, не больше половины гипотенузы.

^ 3 5 .  Сумма катетов не больше гипотенузы, умноженной на \/2. 

^ 3 6 .  Докажите для прямоугольного треугольника неравенства 

R > \/~S, r +  2 R >  V2S.

^ 3 7 .  Докажите неравенство г <  с/(2 +  >/8), где с — гипотенуза.

^ 3 8 .  Докажите неравенство r / h  > 1/(1 +  л/2), где h — высота, 
опущенная на гипотенузу.

^ 3 9 .  Докажите, что для остроугольного треугольника

R <
d

4\/3

^ 4 0 .  Докажите, что для остроугольного треугольника р  >  2R.

^ 4 1 .  (Москва, 1992) Биссектриса прямого угла не превосходит 
по длине половину проекции гипотенузы на прямую, перпенди­
кулярную биссектрисе.

Экстремальные свойства равнобедренных  
треугольников

Задачи этого цикла, интересные и сами по себе, будут часто ис­
пользоваться в следующих разделах.

^ 4 2 .  Докажите, что среди всех треугольников с данным ZA,a  
наибольший периметр и площадь имеет равнобедренный.
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^ 4 3 .  Из двух неравных треугольников с общим основанием и 
равными углами при вершине большую площадь и периметр име­
ет тот, у которого разность углов при основании меньше, или, что 
равносильно, разность боковых сторон меньше.

^ 4 4 .  Докажите, что среди всех треугольников с данным углом 
Z.A и данной площадью наибольшую высоту ha, наименьшую 
сторону а и наименьший периметр имеет равнобедренный.

^ 4 5 .  Из двух неравных треугольников с общим основанием и 
равными периметрами большую площадь имеет тот, у которо­
го разность углов при основании меньше, или, что равносильно, 
разность боковых сторон меньше.

^ 4 6 .  Докажите, что среди всех треугольников с данным основа­
нием и равными периметрами наибольшую площадь имеет рав­
нобедренный.

Указание. См. задачу 49.

& 4 7 .  Докажите, что среди всех треугольников с данными a, ha 
высотой наименьший периметр и наименьший радиус минималь­
ного объемлющего круга имеет равнобедренный.

^ 4 8 * . Докажите, что среди всех треугольников с данными ZA, 
ha наименьшую площадь и наименьший периметр имеет равно­
бедренный.

^ 4 9 * . Докажите, что среди всех треугольников с данным осно­
ванием и вершиной, лежащей на данной прямой, не проходя­
щей через основание, наименьший периметр имеет треугольник, 
у которого биссектриса при вершине перпендикулярна данной 
прямой. Как найти с помощью циркуля и линейки среди ука­
занных треугольников тот, который имеет наименьший угол при 
вершине?
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^ 5 0 * . Докажите, что среди всех треугольников с данными а, т а 
наибольший периметр и наибольшую площадь имеет равнобед­
ренный.

^ 5 1 .  Среди всех треугольников, у которых даны /.А , а, равно­
бедренный имеет наименьшую медиану т а, если Z.A тупой, и 
наибольшую медиану, если он острый. В случае прямого угла 
медиана т а — а /2.

^ 5 2 * . Среди всех треугольников, у которых даны /.А , тпа, найти 
имеющие наименьшую площадь и наименьший периметр.

^ 5 3 .  Среди всех треугольников, у которых даны /.А , а, равно­
бедренный имеет наибольшую биссектрису 1а.

^ 5 4 .  Среди всех треугольников, у которых даны ZA, 1а, равно­
бедренный имеет наименьшую сторону а.

^ 55** . Среди всех треугольников, у которых даны а, 1а найти 
имеющие наименьшую площадь и наименьший периметр.

Угол и точка внутри него

Две задачи на этот сюжет уже были в разделе 1.1.

^ 5 6 .  Докажите, что среди всех треугольников, отсекаемых от 
данного угла прямой, проходящей через данную точку, лежа­
щую на биссектрисе, наименьшую площадь имеет равнобедрен­
ный треугольник.

^ 5 7 * . Докажите, что среди всех треугольников, отсекаемых от 
данного угла прямой, проходящей через данную точку, лежащую 
на биссектрисе, наименьший периметр и наименьшую сторону 
противоположную данному углу, имеет равнобедренный треуго­
льник.
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& 58* . С помощью циркуля и линейки отсеките от данного угла 
прямой, проходящей через данную точку, треугольник данного 
периметра.

& 59* . С помощью циркуля и линейки отсеките от данного угла 
прямой, проходящей через данную точку внутри угла, треуголь­
ник минимального периметра.

& 60**. Докажите, что среди всех треугольников, отсекаемых от 
данного угла с вершиной С  прямой, проходящей через данную 
точку М  внутри угла, наименьшую сторону А В  имеет треуголь­
ник, у которого высота С Н  опускается в точку Н , симметричную 
М  относительно середины А В  (т.е. такую, что А Н  =  В М ).

Любопытно, что в отличие от остальных подобных задач, 
предыдущая задача не имеет явного геометрического решения, 
и решается с использованием понятия производной. Вероятно, 
это связано с тем фактом, что построить указанный в ее фор­
мулировке отрезок А В  циркулем и линейкой невозможно (см. 
[74, 56]).

^ 6 1 .  (И.Ф. Шарыгин) В угле с вершиной О даны точки M , N .  
Провести через N  прямую, пересекающую стороны угла в точ­
ках А , В,  так, чтобы четырехугольник А О В М  имел наибольшую 
площадь.

Экстремальны е точки в произвольном треугольнике

В этом цикле в виде задач сформулированы несколько класси­
ческих теорем геометрии треугольника, решения которых можно 
найти например в [74, 51, 56, 59, 32, 57].

^ 6 2 * . (Торричелли) Найдите в треугольнике точку, сумма рас­
стояний от которой до вершин минимальна.

Указание. Если в треугольнике все углы меньше 120 граду­
сов, то искомая точка (точка Ферма-Торричелли) — это точка, из 
которой все стороны треугольника видны под равными углами. 
Действительно, соединим ее отрезками с вершинами треуголь­
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ника и проведем через них прямые, перпендикулярные этим от­
резкам. Получится правильный треугольник (высота которого 
равна сумме длин этих отрезков). Для любой точки этого тре­
угольника сумма расстояний до его сторон постоянна и равна его 
высоте. Так как проекция короче наклонной, то для любой точ­
ки, отличной от точки Торричелли, сумма расстояний от нее до 
вершин данного треугольника больше суммы расстояний до сто­
рон построенного правильного треугольника. Если один из углов 
не меньше 120 градусов, то искомая точка совпадает с вершиной 
этого угла. Подробности см., например, в [38].

Другое, в чем-то более простое доказательство, можно найти 
в [59]. См. также [3], задача 363, а также [74, 51].

^ 6 3 * . (Лейбниц) Найдите в треугольнике точку, сумма квадра­
тов расстояний от которой до вершин минимальна.

Указание. Эта точка — центр тяжести треугольника, который 
совпадает с точкой пересечения медиан. Решение можно найти 
в [3, 74, 51].

^ 6 4 * . (IMO, 1981) Найти внутри треугольника со сторонами 
а, Ь, с точку, для которой а /х  +  Ь/у +  с /z, где ж, у , z ее расстояния 
соответственно до сторон а, Ь, с минимально.

Указание. Эта точка — центр вписанного круга. Решение с 
помощью принципа Лагранжа см. в [65]. Другое решение и обоб­
щение см. в разделе 2.2.

^ 6 5 .  (Люилъе) Найдите точку, сумма квадратов расстояний ко­
торой до сторон треугольника минимальна.

Указание. Это точка, расстояния от которой до сторон про­
порциональны сторонам. Ее называют иногда точкой Лемуана, 
хотя можно назвать точкой Лемуана-Люилье. Далее см. указа­
ние к задаче 253. Решение можно найти в [3], задачи 197, 365, а 
также в [74, 51].

Симедианой называется прямая, симметричная медиане от­
носительно биссектрисы.
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^ 6 6 .  Симедиана делит основание треугольника пропорциональ­
но квадратам боковых сторон. Симедиана есть геометрическое 
место точек, расстояния от которых до боковых сторон пропор­
циональны их длинам.

Указание. Проведем медиану к стороне с. Она разбивает его 
на два треугольника равной площади, а угол при вершине на уг­
лы 7i , 72, такие, что sin71 / s in 72 =  b/a  (согласно задаче 104). Си- 
медина разбивает треугольник на два треугольника с углами при 
общей вершине 72, 71» поэтому согласно задаче 104 отношение их 
площадей равно а2/Ь2. Принимая за основания этих треугольни­
ков стороны а, Ь получаем, что их высоты, опущенные из конца 
симедианы на эти стороны, относятся как а/Ь. Подробности см. 
в [3], задача 365, а также [51].

& 6 7 .  Докажите, что точка Лемуана совпадает с точкой пересе­
чения симедиан1.

Указание. Согласно задаче 66 точка, расстояния которой до 
сторон а, Ь, с равны da =  ka, db =  kb, dc =  kc, лежит на гео­
метрическом месте точек, расстояния от которых до сторона а, Ъ 
пропорциональны этим сторонам, т.е. на симедиане, проведенной 
к с. Аналогично, она лежит и на двух остальных симедианах. 
Подробности см. в [3], задача 365, а также в [51].

^ 6 8 * . Дан угол и точка внутри него. Найдите треугольник ми­
нимального периметра с вершиной в данной точке и вершинами 
на сторонах данного угла.

Указание. Разверните стороны треугольника в ломаную ли­
нию с фиксированными концами, отразив симметрично данную 
точку относительно сторон данного угла.

^ 6 9 * . (Фанъяно) Впишите в остроугольный треугольник тре­
угольник минимального периметра.

Указание. Минимальным является ортоцентрический тре­
угольник, образованный основаниями высот данного треугольни­

1 Используя специальную терминологию, это утверждение можно сфор­
мулировать так: точка Лемуана изогональна точке пересечения медиан.
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ка. У ортоцентрического треугольника указанные высоты данно­
го треугольника совпадают с биссектрисами ортоцентрического 
треугольника («двойственность высот и биссектрисе»). Приме­
ните предыдущую задачу и получите доказательство, найденное 
известным венгерским математиком Л. Фейером в его студенче­
ские годы (см. [59], где приведено также еще два доказательства 
теоремы Фаньяно, а также [3], задача 362). Сам Фаньяно доказал 
эту теорему в 1775 г. с помощью громоздких вычислений).

Ортоцентрический треугольник можно рассматривать как 
путь шара в треугольном биллиарде (или траекторию луча света 
в треугольном калейдоскопе). Эта путь является периодическим, 
так как шар будет по нему двигаться бесконечно долго. Вопрос о 
других возможных (периодических и непериодических) траекто­
риях в многоугольных биллиардах служит предметом активных 
современных исследований (см., например [67]).

Следующие три задачи взяты из [57]. Ответом в последних 
двух из них является подходящий педальный треугольник. Так 
называется треугольник, образованный основаниями перпенди­
куляров, опущенных из одной точки на стороны данного тре­
угольника.

^ 7 0 .  Пусть А 'В 'С  вписан в треугольник АВС  (А' лежит на ВС  
и т.д.). Докажите, что а) окружности, описанные вокруг АВ'С ', 
ВА'С ', С А'В' пересекаются в одной точке М  Ь)педальный тре­
угольник А” В" С ”, определенный точкой М, подобен треуголь­
нику А !В'С  и меньше его.

Указание. Треугольник А" В" С" переходит в А'В'С' при го­
мотетии и повороте на угол / .В ” M B' =  АС" М С' =  ZA” М А'.

& 71*. Впишите в данный треугольник треугольник, у которого 
минимальна сумма квадратов сторон (эта задача имеется в [3], 
с. 295., на с.296 сформулировано ее обобощение).

Указание. Минимальным будет педальный треугольник, у ко­
торого медианы совпадают с перпендикулярами, основания кото­
рых его образуют (в задаче Торричелли совпадали с перпенди­
кулярами биссектрисы педального треугольника). Воспользуй­
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тесь тем, что геометрическое место точек, для которых сумма 
квадратов расстояний до концов данного отрезка есть окруж­
ность с центром в его середине. Точка, определяющая указанный 
педальный треугольник, совпадает с точкой пересечения симе- 
диан данного треугольника. Расстояния от этой точки (точки 
Лемуана-Люилье) до сторон данного треугольника пропорцио­
нальны этим сторонам. Из всех точек плоскости минимальная 
сумма квадратов расстояний до сторон данного треугольника до­
стигается в точке Лемуана-Люилье (задача 65). Сумма квадра­
тов сторон треугольника втрое больше суммы квадратов рассто­
яний от центра треугольника до его вершин. Подробности см. [3], 
задача 366.

@ 72. Если из точки Лемуана-Люилье опустить перпендикуля­
ры на стороны треугольника, она совпадет с точкой пересечения 
медиан этого педального треугольника (эта задача тоже есть в
И).

Указание. Возьмем в педальном треугольнике любую точку, 
тогда сумма квадратов расстояний от нее до сторон исходного 
треугольника не меньше, чем у точки Лемуана (задач 65), и не 
больше, чем сумма квадратов расстояний до вершин педального 
треугольника, т.е.точка Лемуана имеет минимальную сумму рас­
стояний до его вершин, значит согласно задаче 63 она совпадает 
с точкой пересечения его медиан. Подробности см. [3], задачи 365 
п.З и 366.

^ 7 3 * . (А.Заславский) Впишите в данный треугольник треуголь­
ник, у которого минимален диаметр.

Указание. Минимальным будет правильный педальный тре­
угольник. Точка, определяющая этот треугольник, удалена от 
сторон треугольника на расстояния, обратно пропорциональные 
этим сторонам и лежит на пересечении трех окружностей Апол­
лония данного треугольника (поэтому в [57] она названа точкой 
Аполлония). Подробное решение можно найти в [6, 57].
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1.4 Экстремальные свойства правильного 
треугольника

В этом цикле задач в виде неравенств сформулированы различ­
ные экстремальные свойства правильного треугольника. Далее в 
разделах 1.5,1.9,2.1 все эти свойства, а также некоторые другие, 
будут доказаны, а некоторые и обобщены на случай многоуголь­
ников. Но приведенные далее задачи более просты, и незнако­
мому с ними читателю рекомендуется попробовать решить эти 
задачи самостоятельно. Начинаем с простейшей задачи такого 
типа.

^ 7 4 .  Докажите, что угол против наибольшей стороны треуголь­
ника не меньше 60°, а угол против наименьшей стороны не боль­
ше 60°. Равенство возможно лишь для правильного треугольни­
ка.

Далее в подобных задачах с целью краткости предложение 
«равенство возможно лишь для правильного треугольника», как 
правило, будем опускать.

Некоторые из следующих далее задач будут обобщены на 
произвольные выпуклые многоугольники. Но для треугольников 
они решаются легче, и читателю рекомендуется попробовать ре­
шить их сейчас.

^ 7 5 .  Докажите, что 2г < R. Укажите треугольники, для кото­
рых r /R  сколь угодно близко к 0.

Указание. Окружность проходящая через середины сторон 
треугольника имеет радиус R /2  и пересекает (или касается) каж­
дую сторону. Случай одновременного касания возможен лишь 
для правильного треугольника и тогда R /2  =  г. В остальных 
случаях R /2 > г.

Это короткое решение принадлежит венгерскому математику 
Адаму.

Уточнением неравенства 2г < R  служит теорема Эйлера- 
Чаппла:
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^ 7 6 * . Докажите, что расстояние между центрами вписанной и 
описанной окружностей треугольника вычисляется по формуле 
\JR (R  — 2г). Докажите, что если расстояние между центрами 
окружностей радиусов R, г  равно р =  \ f R { R  — 2г),  то для каж­
дой точки большей окружности найдется вписанный в нее и опи­
санный вокруг меньшей окружности треугольник с вершиной в 
этой точке.

В следующей задаче, принадлежащей английскому матема­
тику Юнгу, равенство достигается не только для правильного 
треугольника. Все подобные случаи будем оговаривать отдель­
но.

6 7 7 .  Докажите, что R  < d j \/3 , где под R  понимается радиус 
наименьшего круга, накрывающего треугольник. Укажите тре­
угольники, для которых r /d  сколь угодно близко к 0. Укажи­
те тупоугольные треугольники, для которых d /R  сколь угодно 
близко к 0, где R  — радиус описанного круга.

Указание. Диаметр — это наибольшая сторона, а угол против 
нее не больше 60°. Следовательно она видна из центра описан­
ного круга под углом не больше 120°.

Следующая задача принадлежит немецкому математику 
Бляшке.

6 7 8 .  Докажите, что 6/3 <  г  <  6/2. Равенство возможно лишь 
для правильного треугольника.

6 7 9 .  (IMO, 1961 /Докажите неравенство

р2 ^ а2 +  Ь2 +  с2
- зv l- i71 '

Другая формулировка той же задачи: среди всех треугольни­
ков данного периметра наибольшую площадь имеет правильный 
и среди всех треугольников с данной суммой квадратов сторон 
наибольшую площадь имеет правильный.
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Указание. На олимпиаде предлагалось доказать неравенство 
S < 0 , 2 • Оно очевидно следует из неравенств

S <  (а +  Ь +  с)2 <  3(а2 +  Ь2 +  с2).

(см. задачу 87).

^ 8 0 .  Докажите, что среди всех треугольников данной площади 
наименьший периметр и наименьшую сумму квадратов сторон 
имеет правильный.

Указание. Применить задачу 79. Но можно и наоборот, выве­
сти из этой задачи задачу 79.

& 8 1 .  Докажите, что 3\/3г <  р <  3y/3R/2.  Другая формулиров­
ка той же задачи: среди всех треугольников вписанных в дан­
ный круг наибольший периметр имеет правильный, а среди всех 
треугольников описанных вокруг данного круга наименьший пе­
риметр имеет правильный.

Указание. Нижняя оценка следует из нижней оценки задачи 
82 и 79.

^ 8 2 .  Докажите, что 3y/3r2 <  S <  3 \/3R 2/4. Другая форму­
лировка той же задачи: среди всех треугольников вписанных в 
данный круг наибольшую площадь имеет правильный, а среди 
всех треугольников описанных вокруг данного круга наимень­
шую площадь имеет правильный.

Указание. Верхняя оценка следует из верхней оценки задачи 
81 и 79.

Первое из следующих неравенств предлагалось в 1984 г. на 
Московской олимпиаде.

^ 8 3 .  Докажите, что у/ЗЬ < р <  3(1/2. Укажите треугольники, 
для которых Ь/р и b/d сколь угодно близко к 0.

Указание. Нижняя оценка следует из нижней оценки задачи 
84 и 79.

^ 8 4 .  Докажите, что Ь2/ у / 3 < S < y/3d2/4.
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Указание. Верхняя оценка следует из верхней оценки задачи 
83 и 79.

1.5 Доказательство теоремы
об экстремальных свойствах 
правильного треугольника

Некоторые из этих неравенств можно уточнить, если ввести рас­
смотрение стороны треугольника а, Ъ, с, опущенные на них высо­
ты ha,hb,hc, и проведенные к ним биссектрисы la,lb>h и медиа­
ны т а, ть, гпс. Противолежащие этим сторонам углы обозначаем 
а  =  ZA, (3 =  Z B ,7 =  ZC. Кратчайшую биссектрису обозначим I, 
а длиннейшую — L. Аналогичные обозначения введем для высот 
h, Н и медиан m, М. Очевидно h = b в прежних обозначениях.

Мы приведем некоторые из этих уточнений, хотя они и не 
имеют обобщений на произвольные многоугольники.

Теорема 1. Для произвольного треугольника справедливы нера­
венства

Каждое из неравенств обращается в равенство только для 
правильного треугольника.

Неравенство

2 (ab -f ас +  Ьс) — а2 — Ь2 — с2 -\/3 3
4 \/3

а2 +  Ь2 +  с2 
Ф/З

< —  {/{abc)2 <

S <
2 (ab +  ас +  Ьс) — а2 — Ь2 — с2 _ _

принадлежит швейцарским математикам Хадвигеру и Финслеру.
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Для доказательств понадобятся некоторые тождества и нера­
венства, непосредственно не связанные с темой книжки, но ин­
тересные сами по себе.

^ 8 5 .  Докажите равенство

г ha hb hc '

и выведите из него неравенство h <  3г.

Применяем алгебру

Доказательства следующих алгебраических неравенств можно 
найти во многих книгах, например в [7, 8, 63, 54, 75].

^*86. Докажите тождество

х 2  +  у 2  +  z 2  -  ху -  xz -  yz -  ((х -  у ) 2  +  (х -  z ) 2  +  ( у -  z )2)/2

и выведите из него неравенства

ху + xz +  yz < х2 +  у2 +  z2, 3(ху + xz + yz) < (х + у +  z)2.

& 8 7 . Из предыдущего неравенства выведите 

(х +  у + z)2 < 3(х2 +  у2 + Z2)

(частный случай неравенства между средним арифметическим 
и средним квадратичным) и

3xyz(x + y + z) <  (ху + xz + yz)2

(частный случай неравенств Мюрхеда).

^ 88*. Докажите общее неравенство между средним арифмети­
ческим и средним квадратичным

(xi +  . . .  +  х п ) 2  <  п(х 2  +  . . .  +  х 1 )
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Указание:

n (x j + . . .  +  x l)  -  (х 1  +  . . .  +  х п ) 2  =  ^ 2  (ж* ~  хз)2‘

& 8 9 .  Докажите тождество

х 3  +  у 3  +  z 3  -  3x yz  =  (х +  у  +  z)((x  -  у ) 2  +  ( х -  z ) 2  +  (у -  z )2)/2

и выведите из него частный случай неравенства между средним 
арифметическим и средним геометрическим: для неотрицатель­
ных x ,y ,z

Ъхуг <  х 3  +  у 3  +  z 3.

Более привычная форма записи этого неравенства

f /x y z  <
x +  y +  z

з

& 9Q . Выведите из неравенства между средним геометрическим 
и средним арифметическим неравенство между средним геомет­
рическим и средним гармоническим положительных чисел x ,y ,z

27

( i  +  !  +  iV\х  у Z  J

< x y z ,

или, что равносильно

1 , 1 , 1  ^  ^ y z
X ' у ' Z

& 9 1 .  Убедитесь, что все предыдущие неравенства обращаются 
в равенства только при х =  у  =  z.

Из утверждений предыдущих задач вытекает следующая
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Теорема 2. Для положительных х, у, z

Г Т Т + Х  -
х  ' у  ' Z

ху +  xz +  yz  ^  
3

x  + y + z l x 2 +  у2 +  Z2
-  3 - у  3-------

Ее неравенства являются частным случаем неравенств Ныо- 
тона-Маклорена (см., например, [7]), которые в полном виде нам 
не понадобятся. Далее в разделе 2.20, теорема 61, будет приве­
дена геометрическая интерпретация этих неравенств.

& 9 2 . Выведите из неравенства между средним геометрическим 
и средним арифметическим неравенство

ч/З
4

\ / (abc)2 <

Неравенства для углов

^ 9 3 .  Если а,(3,7 > 0, а  +  /5 +  -у =  2п, то

cos о; +  cos /3 +  cos 7 >  —3/2.

Указание. Рассмотрим единичные вектора с общим началом 
с углами а , /3,7 между ними и возведем их сумму скалярно в 
квадрат. Так как скалярный квадрат любого вектора неотрица­
телен, то, раскрывая скобки и используя свойства скалярного 
произведения, имеем

3 +  2(cos а  +  cos /3 +  cos 7 ) > 0.

Следующая задача дополняет предыдущую, но нам далее не 
понадобится.

^ 9 4 * . Если а, /3,7 - углы треугольника, то

3r /R  <  cos а  +  cos /3 +  cos 7 <  3/2,



cos a  cos /3 cos 7  <  1/ 8,

2 <  cos(a/2) +  cos (/3/2) +  cos(7 / 2) <  3n/ 3/2, 

ctg a  +'ctg /3 +  ctg 7  >  V3, 

n/ 3 <  tg(o:/2) +  tg(/3/2) +  tg(7/2), 

c tg a /2 +  ctg /3/2 +  c tg7/2 >  Зл/З, 

для остроугольных треугольников

1/2 <  cos(o:/2) cos(/3/2) cos(7 /2 )  <  Зл/З/8,

О < tg (a /2) tg(/3/2) tg(7/2) <  \/3 /9 ,

3 \/3  <  tg a  +  tg /3 +  tg 7 , 

для тупоугольных треугольников

О < cos(a/2) cos(/3/2) cos(7 /2 )  <  (1 +  \/2 )/4 .

Решение можно найти в [43].

^ 9 5 .  Докажите, что

4р2 =  (а +  Ь +  с)2 <  3(а2 +  Ь2  +  с2) <  21В?.

Указание. Обозначая а , /3,7 углы, под которыми видны из 
центра описанной окружности стороны а, Ъ, с, и применяя теоре­
му косинусов и неравенство

cos a  +  cos /3 +  cos 7  >  —3/2,

имеем

a? +  b2  +  с2  =  2B?(Z — cos a  +  cos /3 +  cos 7 ) <  9R2,

откуда
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4p2 =  (a +  b +  c) 2  <  3(a2 +  b2  +  c2) <  27i?2.
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^ 9 6 .  Докажите, что а2 +  Ь2  4- с2 <  2р2, а для тупоугольного тре­
угольника а2 +  Ь2  +  с2 <  Зр2/2, и проверьте, что эти неравенства 
точные.

^ 9 7 .  Если а, (3,7 лежат в пределах от —ж д о 7г и а  +  /? +  7 =  7г,
то

sin а  +  sin/3 +  sin 7 <  3\/3 /2 .

Указание. Если один из углов отрицателен, то два другие по­
ложительны и неравенство очевидно, так как 3 \/3 /2  > 2. Считая 
а, /3,7 углами треугольника, рассмотрим другой треугольник, у 
которого стороны видны из центра описанного вокруг него круга 
с единичным радиусом под углами 2а, 2(3,27 (если сумма двух 
из них меньше ж то вместо третьего угла берем сумму осталь­
ных двух), тогда его полупериметр равен sin а  +  sin/3 4- sin7 , и 
остается применить неравенство р <  3 \/3/2.

^ 9 8 * . Если а , /3,7 углы треугольника, то для остроугольных 
треугольников

2 < sin а  +  sin (3 +  sin 7 < Зл/З/2,

2 < V sina +  \/sin/3 +  \ /s in 7 < 3 v^3/4, 

y/ 2  <  sin a /2  +  sin/3/2 +  SH17/2 <  3/2, 

а для тупоугольных треугольников

О < since + sin /3 4- sin7  < 1 + \f2 .

0 < Vsina +  \/sin/3 4- Vsirry < 1 4 -  V8.

^ 9 9 .  Если a  +  /3 +  7 =  я, то

4 sin a  sin /3 sin 7 =  sin(a 4- (3 — 7 ) 4- sin(a — /3 4- 7 ) 4- sin(/3 4- 7 — a).

Указание. Заменяя 2 sin a  sin/3 на cos(a — /3) — cos(a 4- /3), в 
формуле

(cos(a — /3) — cos(a 4- /3)) sin 7
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два раза выполняя преобразование произведения 2 cos ф sin 7 , в 
сумму sin(0 +  7 ) — sin(ф — 7 ), и учитывая, что sin(a +  /3 +  7 ) =  0, 
имеем

4 sin a  sin /3sin 7  =  sin(a +  /3 — 7 ) + s in (a  — /3 +  7 ) +  sin(/3 +  7 — a).

& 1 0 0 . Если a, /3,7 — углы треугольника, то

sin a  sin /3 sin 7 <  3 \/3 /8 .

Указание. Примените две предыдущие задачи.

^ 1 0 1 .  Во всех предыдущих неравенствах равенство возможно 
лишь при а  =  13 =  7 .

^ 1 0 2 * . Если а, /3,7 — углы тупоугольного треугольника, то

sin a  sin /3 sin 7  <  1/ 2.

^ 1 0 3 * . Если а, /3,7 — углы остроугольного треугольника, то 

0 <  s in (a /2)sin(/3/ 2)sin(7 / 2) <  1/ 8.

Решения можно найти в [43].

П рименяем тригонометрию

^ 1 0 4 .  Докажите, что площадь треугольника со сторонами a, Ь 
и углом а  между ними равна ^a6sin«.

^ 1 0 5 .  Докажите неравенство

Указание. Перемножив равенства 25 =  ab sin 25 =  be sin a, 
25 =  ас sin /3, и применив предыдущее неравенство, имеем

85 3 =  (абс)2 sin a: sin /3 sin 7  <  3(а6с)2\/3 /8 .
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& 1 0 6 . Докажите равенство

и неравенства

\ / abc <  V3R, S <  R2

Указание. Примените равенства 2S — ab sin 7 , =  2R  sin 7 и преды­
дущую задачу.

^ 1 0 7 . Во всех предыдущих неравенствах равенство возможно 
лишь при а =  Ъ =  с.

^ 1 0 8 . Докажите равенство

ha hbhc —
8 S 3  

abc

Указание. Перемножьте равенства 2S  =  aha =  Ыгь =  chc.

Доказательство теоремы 1

Неравенство h <  Зг уже доказано. Неравенство

27r3 <  hahbhc

следует из соотношения

- - —г ha hb hc
и неравенства между средним геометрическим и средним гармо­
ническим. Выражая площадь S  по формуле Архимеда-Герона, 
подставляя в нее вместо р (р —а )+  (р — Ь) +  (р —с) из неравенства

3xyz(x  +  у  +  z) <  (ху +  xz +  y z)2

выводим неравенство

4л/3S <  2(аЬ +  ас +  Ъс) — а2 — Ь2  — с2.



Используя формулу Архимеда-Герона можно проверить, что ве­
личина

2 (ab +  ас +  Ьс) — а2  — Ь2  — с2

в 16 раз больше квадрата площади треугольника со сторонами 
у/a , А  А -  (проверьте, что он существует!) Поэтому из доказан­
ного выше неравенства
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S < 2

следует неравенство

Из Т’ого же неравенства, учитывая, что

2 (ab+ac+bc) — a2  — b2  — c2  <  16
2

3 \/(abc)2.

hahbhc
8 S 3  

abc ’

выводим неравенство

VihghbhcY  4 5 2 <
A  V 3y/(abcp ~

Для доказательства последнего неравенства теоремы применим 
задачу 26. Все остальные неравенства теоремы уже были дока­
заны выше.

П рименения к алгебре

Следующая задача предложена В.А.Алексеевым (тогда перво­
курсником, ныне профессором в США).

^ 1 0 9 .  (Москва, 1982) Докажите для любых неотрицательных 
чисел неравенство

а4 4- 64 +  с4 — 2(а2 Ь2  +  а2с2 +  с2 Ь2) +  abc{a +  Ь +  с) >  О
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Указание. Если существует треугольник со сторонами а, b, с, 
то это неравенство равносильно неравенству abc >  8s 2  /р.

А эту задачу автор этой книги предлагал на студенческую 
олимпиаду.

^ 1 1 0 * . (Студенческая олимпиада мехмата МГУ, 1984) Дока­
жите неравенство

а4 +  Ь4  +  с4 — 2(а2 Ь2  +  а2 с2  +  с2 Ь2) +  3\/(аЬс)4 >  0.

Указание. Можно считать, что а ,Ь ,с>  0. Если не существует 
треугольника со сторонами а, Ь, с, то

а4  +  Ь4  +  с4 — 2(а2 Ь2  +  а2 с2  +  с2 Ь2) >  0.

В противном случае примените неравенство теоремы 1.

Неравенства с медианами

Напомним, что медиана — это отрезок прямой от вершины тре­
угольника до середины противоположной стороны и одновремен­
но его длина.

^ 1 1 1 . Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна 
сумме квадратов его сторон.

Указание. Спроектировать одну сторону параллелограмма на 
противоположную и применить теорему Пифагора.

^ 1 1 2 . Медианы можно вычислять по следующей формуле

л/2а? -I- 2 Ь2  — с2 
171(1 ~ ----------2----------•

Указание. Достроить треугольник до параллелограмма, продол­
жив медиану за сторону на отрезок, равный длине медианы, и 
применить предыдущую задачу.

^ 1 1 3 .  Справедливо равенство

4 (m l +  т 2  +  т 2) =  3 (а2  +  Ь2  +  с2).
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Указание. Три формулы из предыдущей задачи возвести в квад­
рат и сложить.

^ 1 1 4 .  Площадь треугольника, составленного из медиан, равна 
трем четвертям площади исходного треугольника.

Указание. Через вершину треугольника провести отрезок, рав­
ный и параллельный медиане, не выходящей из этой вершины. 
Треугольник, образованный этим отрезком и выходящей из этой 
вершины медианой и будет треугольником, составленным из ме­
диан. Его третья сторона делит боковую сторону исходного тре­
угольника в отношении один к трем.

Теорема 3. Для произвольного треугольника справедливы нера­
венства

п ^ 2(mam b +  т ат с +  т ьт с) - m 2 - m l ~ m 2

s -  3V5

^ \ / (татьт с ) 2  ^  (т а +  ть +  т с)2 ^ 
л/3 “  9л/3

^ т 2а +  т 2ь+ т 2  а2  +  Ъ2  +  с2  ^  Зл/З 2 

3V3 4V3 ~  *
Каждое из неравенств обращается в равенство только для пра­
вильного треугольника.

Для доказательства первых двух неравенств составим из ме­
диан треугольник и применим к нему неравенство теоремы reftrl. 
Последнее неравенство доказано в теореме 1. Предпоследнее ра­
венство доказано в задаче 113. Остальные неравенства вытекают 
из неравенств между средними.

^ 1 1 5 .  Укажите треугольники, у которых

•  (татьтс)2/ S  может быть сколь угодно велико

•  (ш-а +  ть +  m c)2/S  может быть сколь угодно велико

•  (т а +  т ь +  m c )/S  может быть сколь угодно велико.
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& 1 1 6 . Неравенство

с ^ (та +  т ь +  т с ) 2

s s  971
венгерский математик Л.Фейеш-Тот обобщил следующим обра­
зом (почему это обобщение?) : для любой точки сумма ее рассто­
яний до вершин треугольника не меньше 2^3 VS.

Указание. Можно считать, что эта точка внутри треугольни­
ка. Согласно теореме Торичелли (задача 62) , минимум суммы 
расстояний до вершин достигается в точке, из которой стороны 
видны под углами 120°, или в вершине с углом не меньше 120°. 
Если обозначить расстояния от этой точки до вершин х, у, z, то 
в первом случае площадь равна

\/3
S =  —  (жу +  xz +  y z ), 

а во втором случае xyz  =  0,

S < V5
4

(ху +  XZ +  yz).

Остается применить неравенство задачи 86.
Другое доказательство можно получить следующим образом. 

Отразим точку относительно сторон треугольника и рассмот­
рим шестиугольник, образованный полученными тремя точка­
ми и вершинами треугольника. Его площадь равна 25, а полу- 
периметр равен указанной сумме расстояний. Остается приме­
нить изопериметрическое неравенство для этого шестиугольника 
(частный случай теоремы Зенодора, которая появится далее).

Появление биссектрис

Биссектриса — это отрезок прямой, делящей внутренний угол 
треугольника пополам, от вершины этого угла до противополож­
ной стороны, и одновременно длина этого отрезка.
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^ 1 1 7 .  Биссектрисы можно вычислять по следующей формуле

1а — а! Ьс ■
Ьса2  _  2

(Ь +  с) 2  Ь +  с
\/bcp(p -  а)

Указание. Применить теорему о делении биссектрисой противо­
положной стороны и теорему Пифагора.

^*118. Справедливы неравенства

а2
b c -  — < l l < p ( p -  а).

Равенства возможны лишь при Ь =  с.
Указание. Применить предыдущую задачу и неравенство

4Ьс < (Ь +  с)2.

^ 1 1 9 .  (Штейнер-Лемус) Если в треугольнике две биссектрисы 
равны, то он равнобедренный. Из двух биссектрис та больше, 
которая проведена к меньшей стороне.

Указание. Эта задача с трудом решается геометрически, но 
легко с помощью формулы для длины биссектрисы. Геометриче­
ские решения можно найти в [3], задача 361, а также [39, 35].

Т еорем а 4. Для произвольного треугольника справедливы нера­
венства

h2  ^  I2  ^ 0  ^  2(ab +  ас +  Ьс) — а2  — Ь2  — с2

V S - 7 S -  -  W 5  -

<  ll  +  lb +  lc <  <  т 1 +  тЬ +  т с <  Зл/З 2
-  ЗуД  - 3 V 3 -  Зл/З -  4 "  •

Каждое из неравенств обращается в равенство только для пра­
вильного треугольника.

Доказательство. Складывая неравенства I2  <  р(р — а), полу­
чаем, что

11 +  1ь + 1с <  Р(Р - а ) + р ( р - Ь )  + р (р  -  с) =  р2.
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Складывая неравенства be — ^  < I2, п используя неравенство 

а2  +  Ь2  +  с2 >  ab +  ас +  Ьс,

имеем 2 2 2
1а +  1ь+ 1с > а,Ь +  ас +  Ьс — ^ С >

^ 3(2(ai> +  ас +  Ьс) — а2  — Ь2  — с2)
“  4 '

&  120. Докажите, что площадь четырехугольника равна поло­
вине произведения диагоналей на синус угла между ними.

^ 1 2 1 .  Докажите, что

S.

Решение. Обозначим биссектрисы через ААх, B B i,C C \.  Без 
ограничения общности считаем, что с <  а, с <  Ь. Тогда согласно 
свойству биссектрис

С Ах _ Ь  С В\ _  а
АхВ с -  ’ ВхА с ~  ’

и согласно формуле для площади треугольника 2S =  absin*/ 
имеем неравенство для площадей Sca 1 b 1 > \S a b c , из которо­
го следует, что площадь четырехугольника А В А \В \ не больше 
трех четвертей Sa b c • Обозначим О точку пересечения биссек­
трис А А х,В В \. Согласно теореме о внешнем угле треугольника 
угол между ними равен |  где 7 — угол при вершине С  тре­
угольника А В С , а так как 7 >  7г/3, то § +  2 — Т"’ значит

1 _ /  7Г 7 \
SabAiB1 =  2^ с sin (̂ 2 +  2/

1 2 . 7Г V312 
~  2 ЗШ3 = — ’

откуда имеем Sabc  >  ^SabAiB, >
Второе решение. Рассмотрим равнобедренный треугольник с 

углом 7 при вершине и биссектрисой длины 1С. Так как 7 >  7г/3, 
то его площадь не меньше, чем l2 / V 3. Сравнивая его с данным
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треугольником А В С , видим, что у них общий угол и общая точка 
на противоположной стороне — конец биссектрисы, которая де­
лит пополам основание равнобедренного треугольника. Остается 
применить задачу 56.

Докажите, что

ч/З" ч/З- -  чД~ ч/з'

Указание. Примените задачу 121 и уже доказанное неравен­
ство теоремы 4:

% + Л + Аs  <
3V3

^ 1 2 3 .  Докажите, что

3(Ш с )2/3 <  (<° + f | +ie)3 <  Ч +  Ч +  Ч < р 2 <

<  m l  +  m l +  m l  <

Указание. Примените задачи 87,89 неравенство I2  +  I2  +  I2  <  р 2  

и теорему 3.
Теперь теорему 4 можно считать полностью доказанной. 
Некоторое дополнение к задаче 123 дает следующая задача

^ 1 2 4 .  Докажите, что

( Ш с ) 2/3 <  ( p s f / 3 <  J -

Указание. Перемножая неравенства задачи 117 и используя фор­
мулу Архимеда-Герона и теорему 1, имеем

Ф ь1с <  р3(р -  а){р -  Ь)(р -  с) =  p 2 S 2  <  р6/ 27.

^ 1 2 5 .  Докажите, что

9г  <  ha +  hb +  hc < l a +  lb +  lc <  p V 3 .
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Указание. Примените задачи 85, 123 и неравенство теоремы 2. 
Дополнением к задаче 125 служит задача

^ 1 2 6 .  Докажите неравенство psj3 < г +  4R.
Решение. Введем обозначения ra =  S /(p  — a), rb =  S /(p  — Ь), 

гс =  S/(p  — с) (на самом деле это радиусы вневписанных окруж­
ностей треугольника со сторонами о, Ь, с, но этот факт далее не 
понадобится). Из формулы Архимеда-Герона и задачи 106 выво­
дятся тождества

S 2  S 2  S 2
ГаП+Г аГ с+Г ьГ с  =  ------ Г7---- ГГ+  7------ w------- Г +  7------ 77-----jt =( p - a ) ( p - b )  (р — а)(р — с) (р — с)(р — о)

=  р(р -  с) +  р(р - Ь ) +  р(р -  а) =  р(3р - а  — Ъ — с) = р 2,

S  S S S
г а +  гь +  гс - г  = ---------- 1---------- -I------------------=

р — а р — о р — с р

q (  2 р -  а - Ь  с \
\ ( p ~ a ) ( p - b )  р ( р - с ) )

_  с ( Р(Р ~  с) +  (Р ~  а)(Р ~  Ь) \  =  
р(р — а){р — Ь)(р — с) )

ар 2  - р с  +  р 2  -  а р - Ър +  ab с 2 
=  cS ---------------- [2р -  р{а +  Ь +  с) +аЬ) =

Применяя задачу 86, имеем

3р 2  =  3(rarb +  rarc +  rbrc) <  (ra +  rb +  r c ) 2  =  (r +  4R)2.

Как следствие двух предыдущих задач, имеем цепочку нера­
венств:

9г <  ha +  hb +  hc <  la +  lb +  lc <  p \/3  <  r +  4i?. 

Дополняет эти неравенства задача



9т ^  ha hb -I- he ^  1а -Ь 1ь 4“ — *̂а 4* Гнгьь 4" т>с — QR/2.

Указание. Примените задачи 123, 87.
Задачу 127 можно рассматривать как уточнение неравенства 

Чаппла - Эйлера между радиусами вписанной и описанной ок­
ружностей треугольника 2г  <  R  (см. задачу 75).

^ 1 2 8 .  Докажите, что

27г 2 <  h i +  hi +  h2c <  ll  +  1% +  l\  <  p 2  <  m l  +  m l +  m 2c <  27R 2/ 4.

Указание. Примените задачи 85, 123 и теорему 2.
Из предыдущей задачи также вытекает неравенство Чаппла- 

Эйлера. И из следующей задачи тоже.

^ 1 2 9 .  Докажите, что

1 1 1 1 1  1 1 1  1 1 2
~ — 7----Ь — +  — > т -  +  г- +  — > ------1--------1------>  —.
г  ha hb hc la lb k  m-a mb m c R

Указание. Примените задачи 85, 123 и теорему 2.

^ 1 3 0 .  Докажите, что \/3 h <  \/3 1 <  \[Ът < р <  d V d R /2 .
Указание. Свести к случаю равнобедренного треугольника (с 

данной боковой медианой).

^ 1 3 1 .  Докажите, что р  <  Zy/bR/2 <  л/ЗМ.
Указание. Окружность с центром в точке пересечения медиан 

и радиусом 2М /3 накрывает треугольник.

^ 1 3 2 * . Докажите, что

V3h < \ Д 1 <  \/3т < р <  Зл/ЗД/2 < \/3М.

Равенство справедливо только для правильного треугольника. 
Указание. Применить две предыдущие задачи.
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^ 1 2 7 .  Докажите, что
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1.6 Опять неравенства для треугольников
Н есколько контрпримеров и неравенств

Укажите треугольники, у которых,

•  H 2/S  может быть сколь угодно мало и сколь угодно велико

•  L2/S  может быть сколь угодно велико

•  М 2/ S  может быть сколь угодно велико

• m 2/S  может быть сколь угодно мало и сколь угодно велико

•  УаЫс)2/3/ S  может быть сколь угодно мало.

-^ 133 . Укажите треугольники, у которых

• p 2/S  может быть сколь угодно велико

•  (а2 +  Ь2  +  с2) / S  может быть сколь угодно велико

• (abc)2/ 3/ S  может быть сколь угодно велико

• (h2  -f hi +  h2) /S  может быть сколь угодно велико и сколь 
угодно мало

•  (ha +  hb +  hc)2/ S  может быть сколь угодно велико и сколь 
угодно мало

• (hahbhc)2/3/ S  может быть сколь угодно мало.

^ 1 3 4 .  Докажите неравенство

J _  1 2 . 1
2Rr ~  а2  Ь2  с2

^ 1 3 5 .  Для любой точки сумма квадратов ее расстояний до вер­
шин треугольника полупериметра р  не меньше 4р 2 /9 . Неравен­
ство обращается в равенство только для правильного треуголь­
ника.
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Указание. Применить задачу 63 и теорему 4.

•#136. Для любой точки сумма ее расстояний до вершин тре­
угольника полупериметра р  не меньше р. Покажите, что отно­
шение указанной суммы к р  может неограниченно стремится к 
единице.

^137**. Верно ли, что р < у/ЗL?

Признаки равнобедренности

^ 1 3 8 . Докажите, что из двух высот та больше, которая прове­
дена к меньшей стороне. В случае равенства высот треугольник 
равнобедренный.

^ 1 3 9 . Докажи!е, что из двух медиан та больше, которая прове­
дена к меньшей стороне. В случае равенства медиан треугольник 
равнобедренный.

Указание: спроектировать боковые медианы на основание или 
применить задачу 112.

^ 1 4 0 * . Докажите, что из двух биссектрис та больше, которая 
проведена к меньшей стороне. В случае равенства биссектрис 
треугольник равнобедренный.

Указание. Биссектрисы можно вычислить по формулам

k  =  — cos/5/2,/с =  - ^ r  cos 7 / 2. 
о -|- с a -f- о

Если b > с, то /5 >  7 , cos/5/2 <  cos 7/ 2,

с/(а  +  с) =  1 — а /(а  +  с) <  1 — а/(а  +  b) =  b/(a +  b),

значит, перемножая неравенства, имеем 1ь < 1с- 
Другое решение см. в [3], задача 361а.

^ 1 4 1 . Докажите, что 2 r < h < l < m < H < L < M < d <  2 R.  
Равенство т =  Н  справедливо только для правильного треуголь­
ника. Неравенство остается верным и если под R  понимается
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радиус наименьшего круга, содержащего треугольник. Укажите 
треугольники, для которых H /d  и H /(2 R ) сколь угодно близко 
1. Укажите треугольники, для которых т / г  стремится к 2.

Указание. Пусть а > Ь >  с, тогда т  =  т а)Н  =  hc >  hb. 
Пусть D  — середина В С , D E , D F  — перпендикуляры на другие 
стороны. Тогда В С  =  hcj 2 >  hb/ 2 =  DF. Если m > if , то угол 
Z D A E  <  30°, A D A F  <  30°, откуда AA  =  Z D A E  +  Z D A F  <  60°, 
но против наибольшей стороны а должен быть угол не меньший 
60°. Противоречие означает, что т  <  Н. Равенство т  =  Н  воз­
можно лишь когда ZA  <  60°, но этот угол должен быть не мень­
ше 60°, значит он равен 60°, а так как он не меньше остальных 
углов, то остальные углы тоже равны 60°.

^ 1 4 2 .  Докажите, что если Н  =  М, или L  =  М , или Н  =  L, то 
треугольник равнобедренный.

Указание. Применить задачи 138,139, 140.

^ 1 4 3 .  Докажите, что если h — m, или I =  m, или h =  Z, то 
треугольник равнобедренный.

Указание. Применить задачи 138,139, 140.

^ 1 4 4 .  Докажите, что если а =  В , где а =  h ,l ,m  В  =  Н,Ь>М , 
то треугольник правильный.

Указание. Применить задачу 141.
Следующая задача предлагалась на Всесоюзной олимпиаде.

^ 1 4 5 .  (ВМО, 1967) Докажите, что если медиана, биссектриса и 
высота, проведенные из разных вершин, равны, то треугольник 
правильный.

Указание. Пусть ha =  1ь =  т с. Тогда ha >  hc,hb, т.е. ha — Н. 
Далее, т с <  т ь,т а. поэтому т с =  т. Примените задачу 144.

^ 1 4 6 .  Из каждой вершины основания данного треугольника 
проведена биссектриса и перпендикуляр к ней. Прямая, соеди­
няющая вершину угла, образованного этими перпендикулярами, 
с вершиной данного треугольника, является биссектрисой этого 
угла. Докажите, что треугольник равнобедренный.
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Указание. Можно считать, что описанная вокруг треугольни­
ка окружность имеет единичный диаметр. Обозначим боковые 
стороны его а, Ь, а углы, лежащие против них — 2а, 2/3. Угол, об­
разованный перпендикулярами, обоначим 27, а отрезок, соеди­
няющий его вершину с вершиной треугольника обозначим I. Из 
теоремы синусов имеем а =  sin 2а, Ъ =  sin 2/3,

а /  sin 7 =  I/ sin(7r/2 +  /3) =  I / cos (3, Ь/ sin 7 =  l/  cos а,

откуда sin 2a cos /3 =  l sin 7 =  sin 2/3 cos a, значит

2 sin a  cos a  cos (3 =  2 sin (3 cos /3 cos a, sin a  =  sin /3,

а так как 0 <  a, (3 <  7г/2, то а  =  (3.

Неравенства для медиан, высот и биссектрис

^ 1 4 7 . Докажите, что 

3
- р < т а +  ть +  тс < 2 р.

Укажите треугольники, для которых (та +  ть +  тпс)/р  сколь 
угодно близко к 2 и к 3/2.

^ 1 4 8 . Докажите, что р < 1а +  h  +  1с- Укажите треугольники, 
для которых (ha +  hb +  hc)/p  сколь угодно близко к 0. Укажите 
треугольники, для которых (la +  h +  lc)/p  сколь угодно близко к 
1.

®  149. Докажите, что Н  <  L <  М  < р. Укажите треугольники, 
для которых Н /р  сколь угодно близко к 1. Укажите треугольни­
ки, для которых m /р  сколь угодно близко к 0.

^ 1 5 0 . Докажите, что d <  4М/3. Укажите треугольники, для 
которых d /M  сколь угодно близко к 4/3.

Указание. Спроектировать медиану на наибольшую сторону.



52 Глава 1. Неравенства для многоугольников

^ 1 5 1 .  Докажите, что d <  3L/2. Укажите треугольники, для 
которых d /L  сколь угодно близко к 3/2.

Указание. Спроектировать биссектрису на наибольшую сто­
рону. Применить теорему о делении биссектрисой противополож­
ной стороны.

^ 15 2 * * . Найдите минимальное значение L /R .

Ещ е несколько неравенств дл я  остроугольны х  
и прямоугольны х треугольников

^ 1 5 3 * . Докажите, что р  <  ч/ЗЯ <  у/3L <  V3M .
Указание. Свести к случаю равнобедренного треугольника (с 

данной боковой высотой).

^ 1 5 4 * . Докажите, что г  +  R < Н  <  р. Укажите треугольники, 
для которых p /( r  +  R) сколь угодно близко к 1.

^ 1 5 5 * . Докажите, что d <  2R <  \р2Н. Первое равенство воз­
можно только для прямоугольных треугольников. Второе равен­
ство возможно только для равнобедренного прямоугольного тре­
угольника. Укажите тупоугольные треугольники, для которых 
H /R  сколь угодно близко к 0.

Указание. Свести к случаю равнобедренного треугольника ( 
с наибольшими боковыми высотами).

^ 1 5 6 .  (Венгрия, 1963) Докажите, что т а +  тъ +  гпс >  4R  для 
остроугольного и прямоугольного треугольников, а для тупо­
угольного с любым заданным тупым углом это неверно.

^ 1 5 7 .  Докажите, что ha +  hb +  hc >  2R  для остроугольного и 
прямоугольного треугольников, а для тупоугольного треуголь­
ника (ha +  hb +  hc) /R  может стремиться к нулю. Покажите, что 
для равнобедренного треугольника (1а +  1ь +  1с) / В  может стре­
миться к 2.
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1.7 Неравенства для четырехугольников
Стороны четырехугольника обозначаем a ,b ,c , d. Начинаем с че­
тырехугольников частного вида.

Параллелограммы и трапеции

^ 1 5 8 . Из всех параллелограммов с данным острым углом и дан­
ным периметром наибольшую площадь имеет ромб.

^ 1 5 9 . Докажите, что площадь параллелограмма не меньше про­
изведения его высот и найдите условие равенства.

^ 1 6 0 . (Московская областная олимпиада, 1984) Среди всех че­
тырехугольников с данными диагоналями и данным углом меж­
ду ними наименьший периметра имеет параллелограмм.

^ 1 6 1 . Среди ромбов, лежащих внутри данного прямоугольни­
ка, найти ромб а) наибольшей площади б) наибольшего перимет­
ра.

Указание. Все вписанные в данный прямоугольник ромбы по­
добны друг другу.

^ 1 6 2 . Из всех трапеций с данными основаниями и данным пе­
риметром наибольшую площадь имеет равнобедренная.

^ 1 6 3 . Из всех трапеций с данными основаниями и данной пло­
щадью (или, что равносильно, высотой) наименьший периметр 
имеет равнобедренная.

^ 1 6 4 . Пусть у трапеции основания равны а и 6. Докажите, 
что средняя линия трапеции равна (а +  6) /2, прямая, проходя­
щая через точку пересечения диагоналей, пересекается с трапе­
цией по отрезку, равному 2/(1 /а  +  1/ 6), прямая, делящая пло­
щадь трапеции пополам, пересекается с ней по отрезку, равному 
v V  +  b2) /2, прямая, делящая трапецию на две подобные тра­
пеции, пересекается с ней по отрезку, равному y/ab. Выведите
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отсюда неравенства

2/(1 /о  +  1/ 6) <  у/ab  <  (а +  6)/2 <  \ / ( а 2 +  62) / 2.

Решение этой задачи можно найти в [8].

^ 1 6 5 . Если одна вершина параллелограмма находится в начале 
координат, а две другие имеют координаты (xi, y i)) то его пло­
щадь равна \xiy 2  — X2 Vi\. Если отбросить знак модуля, то полу­
чится формула для ориентированной площади, полезная в неко­
торых задачах. Выведите из нее «координатную» формулу для 
площади треугольника.

Указание. Проверьте эту формулу для прямоугольных тре­
угольников с катетами, параллельными осям координат. Сведи­
те задачу вычисления площади произвольного треугольника к 
треугольникам указанного вида.

Вписанные и описанные четырехугольники

Из школьных учебников известно, что в треугольник всегда мож­
но вписать окружность и вокруг него всегда можно описать ок­
ружность. Для четырехугольников это верно не всегда, однако 
известны простые признаки, когда это можно сделать.

^ 1 6 6 . Вокруг четырехугольника можно описать окружность 
тогда и только тогда, когда суммы противоположных углов в 
нем равны.

^ 1 6 7 . В четырехугольник можно вписать окружность тогда и 
только тогда, когда суммы противоположных сторон в нем рав­
ны.

^ 1 6 8 . Если A BC D  — вписанный в окружность четырехуголь­
ник, и К, L ,M ,N  — перпендикулярные проекции точки пересе­
чения его диагоналей на его стороны. Докажите, что четырех­
угольник K L M N  — описанный вокруг некоторой окружности.

Указание. Четырехугольник P N A K , где Р  — точка пересе­
чения диагоналей, N  — проекция на AD, К  — проекция на АВ,
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описанный. Поэтому Z P A N  =  Z P K N  =  Z L B P  =  Z L K P , где 
L— проекция на С В , т.е. К Р  — биссектриса Z L K N .

^ 1 6 9 .  Если A B C D  — вписанный в окружность четырехуголь­
ник с перпендикулярными диагоналями, и K ,L ,M ,N  — перпен­
дикулярные проекции точки Р  пересечения его диагоналей на его 
стороны. Пусть R  — радиус описанной вокруг A B C D  окружно­
сти, г — радиус вписанной в четырехугольник K L M N  окруж­
ности, d — расстояние между центром большей окружности и 
точкой Р. Докажите, что В? — 2rR  — d2.

& 1 7 0 .  В условиях задачи 169 докажите, что четырехугольник 
K L M N  также является вписанным и в ту же окружность впи­
сан четырехугольник, образованный серединами сторон четы­
рехугольника A B C D . Если R! — радиус этой окружности, то 
R' =  \B 2 R ? - ( P .

Указание. Центр этой окружности лежит в середине ОР.
В следующей задаче речь идет о четырехугольнике, вписан­

ном и описанном одновременно. Эта задача является аналогом 
теоремы Эйлера-Чаппла и частным случаем теоремы Понселе 
(см. [30]).

^ 1 7 1 * . Докажите, что расстояние между центрами вписанной 
и описанной окружностей четырехугольника вычисляется по 
формуле р =  y r 2  +  R 2  — r V r 2  +  4.R2. Докажите, что если рас­
стояние между центрами окружностей радиусов R, г  равно d, то 
для каждой точки большей окружности найдется вписанный в 
нее и описанный вокруг меньшей окружности четыреугольник с 
вершиной в этой точке.

Указание. Применить задачи 168,169,170 и доказать, что

А  -  1  1
г2 (R  +  р ) 2  +  (R -  р)2 '

Автор следующих задач — тот самый знаменитый астроном 
Птолемей, который написал «Альмагест», содержащий геоцен­
трическую картину мира.
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е /  =  ас +  bd.

^*173. (Обобщенная теорема Птолемея) Если а  — сумма про­
тивоположных углов, то

(е/)2 =  (ос)2 +  (bd)2 — 2 abcdcos а.

& 1 7 4 . (Неравенство Птолемея) Для произвольного четырех­
угольника справедливо неравенство е /  <  ас +  bd. Равенство для 
невырожденного четырехугольника имеет место только для впи­
санного четырехугольника.

^ 1 7 5 .  Для произвольного четырехугольника справедливо нера­
венство е2 +  / 2 <  а2 +  Ь2 +  с2 +  d2. Равенство для невырожденного 
четырехугольника имеет место только для параллелограмма.

Из задачи 117 следует, что биссектриса треугольника меньше 
полусуммы окружающих ее сторон.

^ 1 7 6 .  (Москва, 1986) Биссектриса треугольника продлена до 
пересечения с описанной вокруг треугольника окружностью. До­
кажите, что ее длина больше полусуммы окружающих ее сторон. 

Указание. Применить теорему Птолемея.
Следующая задача принадлежит средневековому индийско­

му математику Брахмагупте.

^ 1 7 7 .  (Брахмагупта) Если четырехугольник вписанный, то его 
площадь равна

д/(р -  о)(р -  6)(р -  с)(р -  d),

где а , Ь, с, d  — стороны, а р  — полупериметр. Если он одновре­
менно и описанный, то s =  V abed.

Следующие задачи далее будут даны в более общем виде. Но 
читателю рекомендуется попробовать решить их сейчас.
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^ 1 7 8 . Среди одновременно вписанных и описанных четырех­
угольников квадрат имеет наибольшую площадь.

В следующей задаче дается обобщенная формула Брахмагуп­
ты.

^ 1 7 9 * . (Формула Штейнера) Площадь четырехугольника с 
суммой противоположных углов а  равна

у/(р — а)(р — b)(p — с)(р — d) — abed cos2 (а / 2 ).

Следующая задача принадлежит швейцарскому математику 
18-го века Крамеру (тому самому, который открыл определите­
ли).

^ 1 8 0 . (Крамер) Среди всех четырехугольников с данными сто­
ронами наибольшую площадь имеет вписанный в окружность. 
Площадь четырехугольника удовлетворяет неравенству

s <  у / ( р -  о)(р -  Ь)(р -  с)(р -  d).

Указание. Примените задачи 177, 179.
Следующая задача принадлежит Люилье, швейцарцу, акаде­

мику Берлинской и С.-Петербургской академий наук, опублико­
вавшему свою книгу в Варшаве.

^ 1 8 1 * . (Люилье) Среди всех четырехугольников с данным пе­
риметром и данными направлениями сторон наибольшую пло­
щадь имеет описанный вокруг окружности.

У обоих этих задач известны чисто геометрические решения, 
но они не очень просты (см. [73, 37]).

Экстремальные свойства квадрата

Задачи этого раздела в дальнейшем будут обобщены. Но читате­
лю полезно потренироваться в их решении.

^ 1 8 2 . Докажите, что среди всех прямоугольников данного пе­
риметра наибольшую площадь имеет квадрат. Среди всех прямо­
угольников данной площади наименьший периметр имеет квад­
рат.
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^ 1 8 3 .  Докажите, что среди всех четырехугольников данной пло­
щади наименьший периметр имеет квадрат. Среди всех четы­
рехугольников данного периметра наибольшую площадь имеет 
квадрат.

^ 1 8 4 .  Среди всех четырехугольников, вписанных в данный круг, 
наибольший периметр имеет квадрат, а среди всех четырехуголь­
ников, описанных вокруг данного круга, наименьший периметр 
имеет квадрат.

^ 1 8 5 .  Среди всех четырехугольников, вписанных в данный круг, 
наибольшую площадь имеет квадрат, а среди всех четырехуголь­
ников, описанных вокруг данного круга, наименьшую площадь 
имеет квадрат.

И наконец,

П роизвольны е четы рехугольники

Докажите следующие утверждения.

^ 1 8 6 .  (Вариньон) Середины сторон четырехугольник образуют 
параллелограмм вдвое меньшей площади.

^ 1 8 7 .  В четырехугольнике найти точку, сумма расстояний ко­
торой до вершин минимальна.

Указание. Это точка пересечения диагоналей.

@  188. Сумма длин диагоналей меньше периметра.
Указание. Примените неравенство треугольника.

189. (Московская областная олимпиада, 1985) Сумма рассто­
яний от любой точки четырехугольника до его вершин не меньше
V 8 8 .

Указание. Примените задачу 187.

^ 1 9 0 .  Минимальный диаметр выпуклого четырехугольника с 
единичными сторонами равен \ / 2 .
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В следующих трех задачах D  — это диаметр, Я  — ширина 
четырехугольника.

^ 1 9 1 .  Справедливо точное неравенство s <  D 2 / 2.

^ 1 9 2 .  Справедливо неравенство H D /2  < s. Приведите приме­
ры таких четырехугольников, у которых H D / 2 s стремится к еди­
нице.

^193**. Справедливо точное неравенство р  <  (2 +  4sin7r /12)D.
Автору известно только косвенное и довольно сложное дока­

зательство этого неравенства.

^ 1 9 4 .  Пусть a ,b ,c ,d  — стороны четырехугольника. Докажите 
неравенства

2s <  ab +  cd, 2 s < ad +  be, 2 s <  ас +  bd,

4s <  (a +  c) (b +  d) , 4s <  (a +  b) (c +  d),

4s <  a2  +  b2  +  c2  +  d2, 16s <  (a +  b +  c +  d)2 , 4s <  e f

и найдите условия их обращения в равенства.
Указание. Третье неравенство вытекает из первого, если один 

из треугольников, отсекаемых диагональю, отразить симметрич­
но относительно срединного перпендикуляра к этой диагонали. 
Третье неравенство — сумма первых двух. Четвертое сумма вто­
рого и третьего. Пятое следует из любого из первых трех и нера­
венств 2ху < х 2  +  у2. Шестое (кстати, это изопериметрическое 
неравенство для четырехугольника и из него следует задача 183) 
получается суммированием пятого, и удвоенных первых трех.

^ 1 9 5 .  Докажите, что площадь произвольного четырехугольни­
ка равна

^ \/4 (е /)2 — (а2 — Ь2 +  с2 — d2)2.

^ 1 9 6 .  Среди всех четырехугольников сданными сторонами наи­
большую произведение диагоналей имеет вписанный в окруж­
ность.



& 1 9 7 .  У четырехугольника диагонали перпендикулярны если и 
только если

а 2  +  с2 =  Ь2  +  d2.

^ 1 9 8 * . Пусть А 1 А 2 А 3 А 4  — выпуклый четырехугольник и О — 
точка внутри него. Докажите, что наименьший из углов О А 1 А 2 , 
О А 2 А 3 , ОЛ3Л4, ОА^А\ не больше 45 градусов. Приведите при­
мер, когда справедливо равенство.

^ 1 9 9 * . Обозначим длины перпендикуляров, опущенных на пря­
мые Л1Л2, А 2 А 3 , А 3 А 4 , А 4 А 1  из точки О  через <Д,о?2,с?зД4 соот­
ветственно, а расстояния до вершин А{ через а{. Докажите, что

010203^4 >  4с?1С?2̂ 3<̂ 4-

Приведите пример, когда справедливо равенство.

1.8 Теоремы Юнга, Бляшке и Пала
Следующая теорема была доказана английским математиком 
Юнгом в 1901 году для п —мерного пространства. Мы ее форму­
лируем в плоском случае.

Т еорем а 5 (Юнг). Д ля произвольного (не обязательно выпук­
лого) многоугольника М  (и вообще для любого замкнутого огра­
ниченного множества на плоскости)

R (M ) <  d {M )/V 3.

Неравенство обращается в равенство лишь когда в многоуголь­
ник М  можно вписать правильный треугольник того же диа­
метра, вписанный во внешнюю окружность многоугольника М.

Для доказательства достаточно применить утверждения за­
дач 26,77.

Следующая теорема была доказана известным немецким ма­
тематиком Бляшке в 1914 году в плоском случае. Ее обобщение 
на п —мерное пространство, полученное Шейнхагеном, будет да­
но в одном из следующих разделов.
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Теорема 6 (Бляшке). Для выпуклого многоугольника М  (и во­
обще для любого замкнутого выпуклого множества на плоско­
сти)

Ь(М) <  3г(М ).

Неравенство обращается в равенство лишь для правильного тре­
угольника.

Для доказательства применим утверждения задач 24,27, 78. 
Можно считать, что внутренний круг касается в трех точках гра­
ницы данной фигуры, и если через эти точки провести к нему 
касательные, то они будут опорными прямыми для нее, поэто­
му ограниченный ими треугольник будет содержать фигуру, и 
иметь не меньшую, чем она ширину. Равенство возможно лишь 
когда этот треугольник правильный и его ширина равна ширине 
фигуры, значит фигура содержит его вершины, а потому и весь 
треугольник, т.е. совпадает с ним.

Следующая теорема была доказана в 1921 г. венгерским ма­
тематиком Ю. Палом.

Теорема 7 (Пал). Для выпуклого многоугольника М  (и вообще 
для любого замкнутого выпуклого множества на плоскости)

s(M ) >  62(M )/v/3.

Неравенство обращается в равенство лишь для правильного тре­
угольника.

Далее приводится доказательство, по-видимому, отличное от 
доказательства Пала, а также отличное от решения соответству­
ющей задачи из [77]. Впишем в М  треугольник А ВС  наибольшей 
площади, обозначим его высоты ha,hb,hc, построим треугольник 
А \В \С \ так, чтобы его средние линии образовывали треугольник 
АВС  (С  оказалась серединой А \В \ и т.д.), выберем в пересече­
нии М  с треугольником А \В С  точку Л2, наиболее удаленную от 
прямой ВС, обозначим расстояние от нее до этой прямой через 
d>A, и аналогично выберем точки В 2 , С2  и определим расстояния 
дв, dc  (возможно, что выбор точек А, В, С, А 2 , В2 , С2  неоднозна­
чен). Заметим, что М  содержится внутри треугольника А В С ,
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так как в противном случае в М  нашлась бы точка, удален­
ная от одной из его сторон на расстояние, большее опущенной 
в этом треугольнике на эту сторону высоты, и тогда эта точка 
образовывала бы с этой стороной треугольник большей площади, 
чем А В С , что противоречит выбору треугольника АВС. Поэто­
му da < ha,db <  hb,dc <  hc, причем, если da =  db =  dc — 0, то M  
совпадает с треугольником А В С , а если da =  ha,db =  hb,dc =  hc, 
то A 2  =  A i, B 2  =  B i, C2  =  Ci, и тогда M  совпадает с треуголь­
ником А \В \С \ =  А 2 В 2 С2 . Эти случаи назовем вырожденными. 
Проведем через А 2  прямую, параллельную ВС, и аналогично 
проведем прямые через В 2  и C-j- Многоугольник, отсекаемый ими 
от треугольника А \В \С \ (в невырожденном случае, вообще го­
воря, шестиугольник) обозначим через М \. В силу выбора точек 
А 2 , В 2 , С2  он накрывает , что доказывается также, как накрытие 
треугольником А \В \С \.

Многоугольник (в невырожденном случае, вообще говоря, ше­
стиугольник) АС 2 В А 2 С В 2  обозначим М 2 , а его площадь — через 
S2 - В силу выпуклости он содержится в нем. В невырожденном 
случае не является треугольником, так как не существует тре­
угольника, лежащего в многоугольнике М\ и содержащего мно­
гоугольник М 2 .

^ 2 0 0 . Докажите это, а также, что

min{ha +  da, hb +  db, hc +  dc} > b(M),

s(M )> s2 = SABC ( 1 + Y . + t  + r ) ’

где Sabc  — площадь треугольника ABC.
Указание. Воспользуйтесь тем, что

«2 =  Sabc  +  Sa2bc  +  Sab2c  +  Sabc2>

а ширина M\ не больше min{/ia +  da, hb +  db, hc +  dc}.

^ 2 0 1 . Докажите, что при 0 < х <  3 справедливо неравенство

1 4- х ^ 1  
(3 +  х ) 2  ~  9 ’
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которое обращается в равенство лишь при х  =  0 или х =  3.
Положим для краткости Аа =  da/h a, Хь =  db/hb,Xc =  dc/h c, 

А =  Аа +  Аь +  Ас и заметим, что 0 <  Аа <  1, 0 <  Хь <  1, 0 <  Ас <  1, 
откуда 0 <  А <  3. Из задач 82, 85 следует, что

Sa b c  >  3 \ / 3г 2

(
3\/3

X  +  X  +  X
ha hfo he)2 •

Умножая обе части неравенства

min{/ia +  da, hb +  db, hc +  dc} >  b(M) 

на h~l +  +  h~l , получаем, что

ha da hb “t- db hc -Ь dc ^  
ha hb he

>  min{ha +  da, hb +  db, hc +  dc} (h~г +  h^ 1 +  h~l ) 

>  b(M ) (h - 1 +  h^ 1  +  h~l ) ,

что равносильно

3 +  A — 3 +  Аа +  Аь +  Ас > b(M) (/ia 1 +  11̂ 1 +  hc ,

откуда имеем

Поэтому

1
X  +  X  +  X  
ha hb hc

> K M )
3 -f~ A

Sabc  >
3 у̂ З

(i + i  + i) 2 —
3y/3(6(Af))2 

(3 +  A)2

следовательно

s(M ) >  S a b c
da db dc1 +  XL +  X  +  X  =
ha hb hc

= Sa b c (1 +  A) >
3 \/3 ( l +  A)(b(M))2 

(3 +  A)2

(K M ))2

v/3
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Равенство возможно лишь при Л =  0 или А =  3, т.е. в вырож­
денном случае, но тогда М  является треугольником. В случае 
треугольника неравенство s >  Ь2  /  \/3  доказано в задаче 84 или 
в теореме 1, и равенство возможно лишь для правильного тре­
угольника.

1.9 Неравенства для выпуклых 
многоугольников

Пусть Мп — произвольный выпуклый n-угольник, рп — его пе­
риметр, dn — диаметр, Ьп — ширина, Rn — внешний радиус, 
гп — внутренний радиус, sn — квадратный корень из его площа­
ди. Справедливы следующие неравенства (индекс п опускаем), 
которые далее будут доказаны.

г R b d s P
г £  > o Г \  1

b — 3 Гд > ° 5 > ° 2  >0

R
X. < Я —
cos ^

A < я A

te *
i  <2

( * Г < Л > 4

b £ > 2г — ! > o s > ° f >0 £ > o

d
ёДж
tg.?

f COS 2n
( § r <

i cos n tg ж
5 *

2n sm ^

S (; )  >
s > °

b < gl/4 
3 — 3 > 0 * >0p

Р
2  > 

2« tg £
£ <

2n sin £ ______ n
f >

2nfcg £
§ > 2 (f)'" >

4ntg^

Таблица 1

^ 2 0 2 .  Докажите, что все неравенства таблицы 1 улучшить нель­
зя, точнее часть из них обращается в равенство для правильных 
п—угольников, часть обращается в равенство для многоуголь­
ников, вырождающихся в правильный треугольник, а остальные 
обращаются в равенство, когда многоугольник вырождается в 
отрезок.

Хотите узнать, как решается эта задача — читайте дальше.



1.9. Неравенства для выпуклых многоугольников 65

И з о п е р и м е т р и ч е с к и е  н е р а в е н с т в а

Теорема 8. Пусть Р  полупериметр, s — площадь, г  — внут­
ренний, a R  внешний радиус выпуклого п-уголъника М. Тогда 
справедливы неравенства

7Г _  _  . 7Г
nr tg — < Р  <  n it sin —,

п п

9 7Г „  ̂ г. п . Z-K
г п tg — < s <  R 1 — sm — . 

n 2  n
Каждое из неравенств точное, и достигается только для пра­
вильного п-уголь ника М.

Доказательство этой теоремы легко можно вывести из следу­
ющих задач.

^ 2 0 3 . Среди вписанных в данную окружность п—угольников 
максимальный периметр и максимальную площадь имеет пра­
вильный.

Приведем прямое решение этой задачи, содержащееся в [59]. 
Допустим, что п—угольник неправильный. Разрежем его на тре­
угольники с общей вершиной в центре окружности. Среди них 
есть один с углом при вершине большим 2 тг/ п, и один — с мень­
шим 2п/п. Переставим треугольники, составляющие п—угольни- 
к, так, чтобы эти два треугольника оказались рядом. Ни пери­
метр, ни площадь п —угольника при этом не изменятся. Пере­
двигая вдоль окружности общую вершину этих треугольников 
так, чтобы угол большего из этих треугольников оказался равен 
27г/ п, и применяя задачу 43, получаем, что у п—угольника и пло­
щадь и периметр увеличатся. Повторяя, в случае необходимости, 
проведенное рассуждение, получаем в конце концов правильный 
п—угольник, у которого и площадь и периметр будут больше, 
чем у исходного.

Прямое доказательство явно указывает, что неправильный 
п—угольник имеет меньшую площадь и меньший периметр, чем 
правильный. Но допустим, что нам известно существование, экс­
тремального п—угольник. Тогда доказать, что он может быть
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только правильным, можно короче. Для этого не нужно пере­
ставлять треугольники, составляющие п—угольник, а достаточ­
но выбрать два соседних из них с разными углами при верши­
нах, и передвинуть их общую вершину вдоль окружности так, 
чтобы их «центральные» углы сравнялись. Применяя после это­
го задачу 42 (а она чуть проще, чем 43) , получаем, что у нового 
п—угольника площадь и периметр увеличились, что невозможно 
в силу его экстремальности.

Подобные доказательства называются косвенными. Их недо­
статок — необходимость предполагать существование экстремаль­
ной фигуры. До появления строгой теории пределов и теории 
действительных чисел существование экстремума у любой ра­
зумно поставленной задачи на максимум и минимум считалось 
очевидным Это и сейчас кажется очевидным тем, кто не знаком 
с теорией действительных чисел. Для тех же, кто знает эту тео­
рию, этот также не нуждается в доказательстве (потому, что они 
его легко могут провести сами по известной им схеме). Поэтому 
мы здесь не будем обсуждать подобные вопросы, а интересую­
щегося ими читателя адресуем, например к [9, 36, 56].

Далее мы рекомендуем читателю свободно пользоваться кос­
венными рассуждениями (если не удается придумать прямые), 
но при прочих равных условиях сами будем предпочитать пря­
мые рассуждения (не отвергая при этом красивые косвенные).

Для следующей задачи в [69] приведено прямое рассуждение, 
которое мы и воспроизводим.

^ 2 0 4 . Среди описанных вокруг данной окружности п—уголь­
ников минимальный периметр и минимальную площадь имеет 
правильный.

Указание. Пусть Р  — произвольный п—угольник, описанный 
вокруг круга к, и Рп — соответствующий правильный п —уголь­
ник. Обозначим К  описанный вокруг Рп круг, и вц i =  1 , . . . ,  п 
— равные сегменты, отсекаемые от него сторонами п—угольника 
Р. Тогда площадь пересечения К  П Р  равна

К  — (si + . . . + Sn) + («1 П S2 + «2 п S3 + ... + Sn_i П sn),
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где К  обозначает также площадь круга К , S{ — площади сегмен­
тов Si, Si-1 П Si — площади их пересечений. Так как площадь Рп 
равна К  — (si +  . . .  +  sn), то площадь К  П Р  не меньше площади 
Рп, и тем более это верно для площади Р, причем равенство воз­
можно лишь когда сегменты не пересекаются, т.е. когда ни одна 
из вершин Р  не лежит внутри К , т.е. когда Р  =  Рп.

Косвенное решение, подобное решению предыдущей задачи, 
предлагается придумать читателю самостоятельно.

Еще одно прямое решение двух предыдущих задач можно 
получить с помощью следующих задач.

^ 2 0 5 .  Для вписанного в окружность радиуса R  выпуклого п —у- 
гольника, у которого из ее центра стороны видны под углами 
ад , . . . ,  а п, справедливы равенства

В?
s =  —  (sin од +  . . .  +  sin а п) ,

О  7-> (  • ^ 1  , ■ • ^71  \Р  =  R  | ŝin —  +  . . .  +  sin — J ■

^ 2 0 6 .  Для описанного вокруг окружности радиуса г выпуклого 
п —угольника с данными углами а \ , . . .  , а п справедливы равен­
ства

Алгебраические решения этих двух задач легко получить, ес­
ли знать, что такое

Н е р а в е н с т в о  И е н с е н а  д л я  в ы п у к л ы х  ф у н к ц и й

Функция, определенная на интервале (а, Ь), называется выпук­
лой, если для нее справедливо неравенство
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Если это неравенство обращается в равенство только при х \ =  
#2, то функция называется строго выпуклой, (аналогично можно 
ввести понятие вогнутой функции, или выпуклой вниз).

^ 2 0 7 .  Докажите, что если вторая производная этой функции 
неположительна на всем интервале, то функция выпукла, а ес­
ли эта производная отрицательна, то функция строго выпукла. 
Докажите аналогичное утверждение для вогнутых функций.

^ 2 0 8 * . Докажите, используя предыдущую задачу, что sin#  
строго выпукла на (0, 7г), функция cos х  строго выпукла на отрез­
ке (—7г/2 , 7г/ 2), функция tg #  строго вогнута на (0 ,7г/2), функция 
ctg#  строго выпукла на (0, тг/2), функция 1/ cos#  строго вогну­
та на (0, 7г/ 2), функция 1/ sin#  тоже, функция loga # при а >  1 
строго выпукла на (0, оо), функция loga cos# при а >  1 стро­
го выпукла на (—7г/2, 7г/2), функция loga sin# при а >  1 строго 
выпукла на (0, 7г), функции loga 1/ s i n #  и loga 1/ c o s #  при a >  1 
строго вогнуты на (0, тг/2).

Докажите то же самое тригонометрически, не пользуясь пре­
дыдущей задачей.

Докажите то же самое геометрически.
Указание. Применить задачу 117 и получить неравенства

Если / (# )  выпукла на некотором интервале, то при п =  2к

la <  \/bc <  (Ь +  с)/2 .

^ 2 0 9 .  Если /(ж ) выпукла на некотором интервале, то

< /4

Указание: индукция по к.
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Теорема 9 (Гёльдер-Йенсен). Если /(ж) выпукла на некотором 
интервале, то

f { x i) +  . . .  +  f ( x n) < / Х\ +  . . .  +  жп\  
п ~  \  п )  '

Если к тому же она непрерывна, то для любых ац > 0 , a i  +
. . .  +  a n =  1,

<*if(xi) +  . . .  +  otnf ( x n) <  f (a ix i  +  . . .  +  а пхп).

Доказательство этой теоремы можно найти, например в [7, 
63].

Известно, что ограниченная выпуклая функция всегда непре­
рывна.

^ 2 1 0 . (Неравенство между средними) Докажите, что для лю­
бых положительных чисел ж.

п
_1_
XI + + i

< \/Х 1 . . . Хп <
Х\ +  . . .  +  хг <

п
xl +  . . .  +  x l

п

Указание. Одно из многих решений этой задачи легко получить 
с помощью теоремы 9.

<^211. Докажите, что для любых оц >  0, если а \ +  . . .  +  а п — к, 
то

sinai +  . . .  +  sino:n < nsmir/n,  

а если a i +  . . .  +  а п =  27Г, то

sina i +  . . .  +  sinan < nsin27r/n.

Указание. Одно из многих решений этой задачи также легко по­
лучить с помощью теоремы 9.

^ 2 1 2 . Докажите, что для любых сц > 0, если a i +  . . .  +  а п — 7г, 
то

tg a i +  . . .  +  tg a n < n tg 7r/n.
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Указание. И этой тоже.

^ 2 1 3 . Докажите, что неравенства теоремы 8 равносильны нера­
венствам задач 211, 212.

^ 2 1 4 . Докажите, что для любых |ск*| <  7г/2, г =  1 , . . . ,п ,  
справедливо неравенство

cos a i .. .co san <  cos” ((а\ +  . . .  +  а п) /п ) ,

а при дополнительном условии од +  . . .  +  а п =  я — неравенство

coso-i. . .  cosа п <  cos”(7r/n).

Указание. И здесь помогает теорема 9.

И с п о л ь з о в а н и е  в ы п у к л ы х  ф у н к ц и й

^ 2 1 5 . Строго выпуклая функция достигает минимума на кон­
цах отрезка, на котором она определена. Для вогнутой функции 
вместо минимума речь идет о максимуме.

^ 2 1 6 . Строго выпуклая функция имеет единственный макси­
мум, а вогнутая — единственный минимум.

^ 2 1 7 . Пусть точка М  лежит вне прямой I, а точка Р  двига­
ется по ней. Докажите, что длина отрезка Р М  является строго 
вогнутой функцией от а) координаты точки Р  на прямой (при 
любом выборе начала координат) б) угла, образованного отрез­
ком Р М  с любой заданной прямой в) логарифм по основанию 
о > 1 длины отрезка Р М  является строго вогнутой функцией от 
указанного угла.

Указание. Применить задачу 208.

^ 2 1 8 . Пусть точка М  движется по прямой a, a d(M) — ее рас­
стояние до скрещивающейся с ней прямой b (прямые расположе­
ны в пространстве). Докажите, что функция d(M ) от координа­
ты точки М  на прямой а является строго вогнутой.
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Указание. Проведем через Ь плоскость, параллельную а. Пусть 
М ' проекция М  на эту плоскость, а М" — проекция М  на пря­
мую Ь (поэтому \ММ"\ =  d(M )). Тогда М 'М "  перпендикулярна 
М М ', М М ' имеет постоянную длину,

d(M ) =  VIM M 'I2 +  | М 'М ” \ 2  =  V^ 2 +  h2,

где x координата точки М  на прямой а (при подходящем выборе 
начала координат и единицы длины). Остается применить задачу 
217 а).

^ 2 1 9 .  Проведем через внутреннюю точку М  выпуклого много­
угольника прямую, пересекающую его по отрезку А В. Докажи­
те, что длина этого отрезка максимальна тогда и только тогда, 
когда А  или В  совпадает с одной из вершин многоугольника.

Указание. Проведем через М  прямые через вершины много­
угольника. Пусть углы, образованные этими прямыми с фикси­
рованной прямой, проходящей через М, есть 0 <  а \  <  . . .  <  
а п <  2 п. Согласно задаче 217 длина А В  является кусочно во­
гнутой функцией, строго вогнутой на каждом отрезке [оц,оц+1 ] 
(как сумма строго вогнутых функций). Согласно задаче215 мак­
симума она достигает на одном из концов отрезка [aj,a t-+i].

Доказанное утверждение справедливо, в частности для че­
тырехугольника и точки пересечения его диагоналей: прямая, 
проходящая через точку пересечения диагоналей, пересекает че­
тырехугольник по отрезку, длина которого не больше длины од­
ной из диагоналей (решение, не использующее выпуклость, см. 
в решении задачи 15.32 б) из [53]). Также оно справедливо и для 
невыпуклых, но звездных относительно точки многоугольни­
ков.

^ 2 2 0 .  Докажите, что сечение тетраэдра имеет периметр не боль­
ше, чем периметр одной из его граней.

Указание. Если сечение треугольное, то можно применить за­
дачи 217, 215 и сдвигая по очереди вершины сечения по ребрам, 
совместить его с одной из граней. В силу выпуклости и задачи 
215 это можно делать так, чтобы периметр не убывал. Если сече­
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ние четырехугольное, до действуя аналогичным образом (не сму­
щаясь, что четырехугольное сечение может перестать быть плос­
ким четырехугольником), переместим все его вершины в верши­
ны тетраэдра. Получим либо треугольную грань, либо ребро.

^ 2 2 1 .  Докажите, что треугольное сечение тетраэдра имеет пло­
щадь не больше, чем максимальная площадь его граней.

Указание. Передвигая одну из вершин сечения по ребру, гра­
ни, заметим, что ее площадь будет строго вогнутой функцией от 
координаты этой вершины (применим задачу 218, рассматривая 
высоту треугольного сечения). Применяя задачу 215, можно пе­
редвинуть вершину сечения до совмещения с одной из вершин 
тетраэдра так, чтобы его площадь не уменьшилась. Повторяя 
эту процедуру, совместим сечение с одной из граней.

^ 2 2 2 .  Докажите, что четырехугольное сечение тетраэдра имеет 
площадь не больше, чем максимальная площадь его граней.

Указание. Рассмотрим проекцию тетраэдра на плоскость, пер­
пендикулярную диагонали сечения. Само сечение при этом про­
ектируется в отрезок, совпадающий с проекцией второй диаго­
нали, а первая диагональ — в точку. Если угол между диагона­
лями равен ф, то площадь сечения равна половине произведения 
диагоналей на sin ф, а так как длина проекции второй диагонали 
равна длине диагонали, умноженной на sin ф, то эта площадь рав­
на половине произведения указанной проекции одной диагонали 
на другую диагональ. При указанном проектировании тетраэдр 
превращается в выпуклый четырехугольник, а упомянутая диа­
гональ проектируется на прямую, проходящую через точку пе­
ресечения диагоналей этого четырехугольника. Применяя зада­
чу 219 для случая четырехугольника, получаем, что упомянутая 
проекция сечения имеет длину, не большую одной из диагоналей 
четырехугольника. В эту диагональ проектируется треугольное 
сечение тетраэдра, и его площадь будет не меньше площади рас­
сматриваемого четырехугольного сечения (площадь треугольно­
го сечения тоже равна половине произведения длины его про­
екции, т.е. одной из указанных диагоналей, на длину диагонали
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четырехугольного сечения, проектирующейся в точку). Остается 
применить задачу 221.

^ 2 2 3 . Один выпуклый четырехугольник находится внутри дру­
гого. Докажите, что сумма его сторон и диагоналей меньше 4/3  
от подобной величины для второго четырехугольника.

Пространственный вариант предыдущей задачи предлагался 
на Всесоюзной олимпиаде.

^ 2 2 4 .  (  ВМО, 1982) На гранях тетраэдра выбрано по точке, 
которые тоже образуют вписанный тетраэдр. Докажите, что пе­
риметр (сумма длин ребер) вписанного тетраэдра меньше 4/3  
периметра большего тетраэдра.

Указание. Передвигая по очереди вершины и используя за­
дачи 217, 215, можно, не уменьшая периметра вписанного тетра­
эдра, поместить все его вершины сначала на ребра, а потом и в 
вершины исходного тетраэдра. Остается перебрать все варианты, 
пользуясь неравенством треугольника. Если три вершины тетра­
эдра близки друг к другу, а третья далека от них, то указанное 
неравенство почти достигается. Тот факт, что периметр объем­
лющего тетраэдра может быть меньше периметра объемлемого 
довольно удивителен. Решение без явного использования выпук­
лости см. в [15]. Решение, использующее метод усреднения, см. 
в [53], задача 11.57.

Н е р а в е н с т в а  с  у г л а м и  в  в ы п у к л ы х  

м н о г о у г о л ь н и к а х

^ 2 2 5 * . Пусть А 1 А 2  . . .  Ап — выпуклый п—угольник и О — точ­
ка внутри него. Докажите, что наименьший из углов ZO A \A 2 , 
ZOA 2 A 3 , . .. ZOAn- iA n ZOAnA  1 не больше тт/2—тг/п. Приведите 
пример, когда справедливо равенство.

Указание. Обозначим эти углы через a*, i =  1, . . . , п ,  углы 
ZA \O A 2 , ZA 2 OA 3 , . . .  ZAn-iO A n, ZAnOAi через /?i, ...,/?n, a 
стороны OAi через а», % =  1 , . . . ,  n. Допустим, что оц >  7г/2 —7г/п,
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г =  1, . . .  ,п,  тогда из теоремы синусов следует, что

Ог+1 _  sin OCi sin(7r/2 —7Г/п )  _
Щ sin(7T — ОЦ — Р() sin(7T — (7г/ 2 — 7г/п) — Pi)

_  COs(7r/n)
COS (Pi — 7Г/п )  ’

Это неравенство не вытекает из монотонности синуса, но вытека­
ет из того факта, что в треугольнике О А ^ \А {  при фиксирован­
ном &  отношение а ^ \ / а {  монотонно растет с ростом щ . Из нера­
венств «г >  7г/ 2 — 7г/п следует, что Pi <  7г/ 2 +  7г/п, г =  1 , . . . ,  п, а 
так как Pi +  . . .  +  р п =  2тг, то в силу задачи 214

п
P J c O s ( / ? i  — 7 г /п )  <  COSn  

г= 1
получаем противоречие:

/п С08П(ж/п)

&2 а>3 «п COSn(7r/n)

ах а 2  ' ' '  ап-1  ап Щ =1 cos(A “  7Г/ П)

>  —  

COS

COSn (7 T /n )

Е  А  -  тг) / n j

Если m inai =  7г/2 — тг/n , то противоречие не получится лишь 
когда все Pi — 2тт/п, и все щ  =  тг/2  — 7г/п, т.е. все треугольники 
A iO A i+x  равнобедренные, а это возможно только для правиль­
ного п —угольника А 1 А 2  ■ ■ ■ А п при условии, что О  — его центр.

^ 2 2 6 * . (Ф ейеш -Тот ) Обозначим длины перпендикуляров, опу­
щенных на прямые А 1 А 2 , А 2 А 3 , . . . ,  А п- \ А п , А пА \  из точки О  
через c?i, с?2, . . .  dn-x ,d n соответственно, а расстояния до вершин 
A i через а .̂ Докажите, что

d\d2  . . .  dn <  cosn(7r/n)aia2 . . .  an.

Указание. Обозначим Z A iO A i+ i через 2а*. Площадь треуголь­
ника A iO A i+x  равна а^аг+х sin щ  cos ctj. Если бы он был равно­
бедренным, то его высота равнялась бы y /a ta i+ i cos2 а*. В силу



1.9. Неравенства для выпуклых многоугольников 75

задачи 44 отсюда имеем неравенства

d% <  ajdi+i cos2 ati,

и, следовательно, неравенства

2 log di < log щ +  log ai+1 + 2  log cos ац,

суммируя которых, и деля пополам, получаем, что

log(c?i. . .  (in) <  log(ai . . .  ап) +  log cos a \  +  . . .  +  log cos a n.

Избавляясь от логарифмов, и применяя неравенство задачи 214, 
имеем

d\ . . .  dn < а \ . . .  ап cosn(7r/n).

Равенство возможно только для правильного п—угольника и его 
центра. Заметим, что из этого неравенства следует существова­
ние такого г, что di/щ <  cos (я/п), но отсюда следует только, что 
или ZAiOAi+i <  7г/2  —7г/п, или /.AiOAi+i >  ir/2 +  тг/п, и поэто­
му утверждение предыдущей задачи таким простым способом не 
выводится.

Неравенство Фейеш-Тота означает, что среднее геометриче­
ское расстояний а \ , . . . ,  ап больше среднего геометрического рас­
стояний d \ , . . . ,  dn не менее, чем в 1/ cos(7r/n) раз. Ленар, Фоглер 
и Леуэнбергер независимо доказали гипотезу Фейеш-Тота о том, 
что среднее арифметическое расстояний а\ , . . . ,  ап больше сред­
него арифметического расстояний d i , . . . , d n также не менее, чем 
в 1/  cos (я/п )  раз, и тоже самое верно для среднего гармониче­
ского.



Глава 2

Неравенства 
для выпуклых 
многоугольников, 
фигур и тел

Объяснения тому, отчего одни отношения ведут к 
гармонии, другие к дисгармонии, однако не сыщешь 

в арифметике, но в геометрии, особенно в делении 
круга с помощью правильных многоугольников.

Джон Вэнвилл, «Кеплер», 1981

2.1 Экстремальные свойства
выпуклых многоугольников

Следующая теорема, по существу известная в Древней Греции, 
выражает изопериметрическое свойство правильного 
п —угольника.

Теорем а 10 (Зенодор). П уст ь Р  полуперим ет р, s — площадь 
вы пуклого п -уголъника М . Тогда справедливы неравенст ва

п
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Каждое из неравенств точное, и достигается только для пра­
вильного п-уголъ ника М. В частности, среди всех п—угольни­
ков с данным периметром наибольшую площадь имеет правиль­
ный, а среди всех п— угольников с данной площадью наименьший 
периметр гшеет правильный.

Ее косвенное доказательство легко может быть получено с 
помощью следующих задач.

&*227. Докажите, что и —угольник с неравными сторонами не 
может иметь наибольшую большую площадь среди всех п—у- 
гольников данного периметра.

Указание (Р.Мар). Пусть сторона АВ > ВС. Выберем на ней 
D  так, что B D  > В С  и вместо треугольника C B D  приставим 
к п—угольнику треугольник CB'D, равный треугольнику CBD . 
Получится невыпуклый п +  1—угольник, который имеет те же 
площадь и периметр, что и исходный, но меньшую площадь и 
больший периметр, чем своя выпуклая оболочка — п—угольник 
с соседними сторонами С В 1, В'А.

^ 2 2 8 . Докажите, что п—угольник с равными сторонами, но не 
равными углами не может иметь наибольшую площадь среди 
всех п —угольников данного периметра, или, что то же самое, 
неправильный равносторонний п—угольник не может иметь наи­
большую площадь среди всех п—угольников данного периметра.

Указание (Р.Штурм). Пусть в данном п—угольнике угол А ВС  
больше угла BCD . Продолжим АВ  и CD  до пересечения в точке 
О. Допустим, что она лежит с точками A, D  по разные стороны 
от прямой ВС. Отразим треугольник ВО С  относительно биссек­
трисы угла при вершине 0 и получим треугольник В 'О С , где С' 
лежит на отрезке ВО, а В' — на стороне CD. Заменяя в данном 
п—угольнике вершины В, С  на вершины В', С', получаем новый 
п—угольник той же площади (так как оба они получаются из 
п — 1-угольника с вершинами A O D .. .  выбрасыванием равных 
по площади треугольников ВО С  и В 'О С ) и периметра, так как

АВ + ВС + CD -  А С  + С В ' +  B'D =  {АВ -  АС) + {CD -  B'D) =
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=  В С ' -  С В ' =  {ВО  -  С'О) -  {OB' -  ОС) =

=  В О -  OB' +  0 С -  С'О  =  0.

Но у полученного п —угольник стороны А С  и B 'D  не равны, 
значит согласно задаче 227 он не может иметь максимальную 
площадь среди всех п —угольников данного периметра.

Если точка О лежит с точками A, D  по одну сторону от пря­
мой ВС, то получится другой чертеж, для которого, однако, 
можно провести совершенно такое же рассуждение, если поме­
нять местами стороны О В  и О С  так, что точки В , С  займут 
места В', С'. И, наконец, возможен случай, когда точки О не су­
ществует, так как А В  и C D  параллельны. Тогда построим к ним 
перпендикуляры В В \ С С ,  и проведем опять то же самое рас­
суждение.

В конце 19—го века немецкий математик Р. Штурм дал пря­
мое доказательство теоремы 10, используя следующие две лем­
мы.

^ 2 2 9 .  (Р. Штурм)  Докажите, что п —угольник с неравными сто­
ронами имеет меньшую площадь, чем п —угольник того же пери­
метра с равными сторонами.

Указание. Пусть в данном п —угольнике не все стороны рав­
ны. Найдем среди них наибольшую М  и наименьшую т. Оче­
видно они не равны числу а— среднему арифметическому всех 
сторон. Любые две соседние стороны можно поменять местами 
так, что ни периметр ни площадь п —угольника не изменятся. 
Если новый п —угольник не будет выпуклым, его легко превра­
тить в выпуклый, не меняя сторон, и увеличив площадь. Повто­
ряя это преобразование, можно добиться того, что стороны М, т  
окажутся рядом, периметр не изменится, а площадь не умень­
шится. Заменяя стороны М , т  на стороны М  +  т  — а, а, полу­
чим новый п—угольник того же периметра, но, согласно задаче 
45, большей площади. Повторяя это преобразование, будем полу­
чать п —угольники того же периметра и все большей площади, у 
которых число сторон, равных будет возрастать, пока их число 
не достигнет п, т.е. получится равносторонний п —угольник того 
же периметра, но большей площади.
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^ 2 3 0 . (Р.Штурм) Докажите, что неправильный равносторон­
ний п —угольник имеет меньшую площадь, чем правильный п —у- 
гольников того же периметра.

Указание. Повторите рассуждения, решающие задачу 228, за­
менив в них применение задачи 227 на задачу 229.

^*231. Докажите, что правильный п—угольник при том же пе­
риметре, что и правильный п + 1—угольник, имеет меньшую пло­
щадь.

Приведенные выше доказательства изопериметрических 
свойств многоугольников, конечно, не исчерпывают всех возмож­
ных доказательств. Приведем, следуя [9], еще одно доказатель­
ство того, что среди всех равносторонних 2п-угольников наи­
большую площадь может иметь только правильный, применяя 
четырехшарнирный метод Штейнера1 .

Сначала заметим, что можно считать данный 2п—угольник 
симметричным относительно некоторой диагонали АС. Действи­
тельно, в противном случае мы можем отразить одну из поло­
вин данного 2п—угольника относительно диагонали АС, и со­
ставить из двух симметричных половин симметричный относи­
тельно диагонали АС  равносторонний 2тг-угольник не меньшей 
площади, чем исходный. Если он не является правильным, то он 
не вписан в окружность, построенную на диагонали АС, как на 
диаметре. Пусть В  — его вершина, не лежащая на этой окружно­
сти, и D  — симметричная ей вершина. Вырежем из 2п-угольни- 
ка четырехугольник ABCD . После этого от него останется еще 
4 куска — многоугольники М\ со стороной АВ, М2 со стороной 
ВС, Мз со стороной CD, М4 со стороной AD. (возможно, неко­
торые из них вырождаются в треугольники или даже отрезки). 
Представим стороны четырехугольника A BCD  как отрезки, со­
единенные шарнирами. Сдвинем стороны четырехугольника, не 
меняя их длину, так, чтобы его углы А ВС  и AD C  стали прямы­
ми. Тогда точки В, D  окажутся на окружности с диаметром АС, 
а прикрепленные к его сторонам многоугольники Mi, i =  1, . . . ,  4

1Якоб Штейнер — выдающийся геометр 19—го века. Родился в крестьян­
ской семье в Швейцарии. См. его биографию в [37].
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займут новое положение и вместе с новым четырехугольником 
A'B'C'D' образуют новый равносторонний 2п—угольник с той 
же длиной стороны. Площадь четырехугольника увеличилась, 
потому что увеличились площади составляющих его треуголь­
ников А В С  и A D C. Значит, увеличилась и площадь равносто­
роннего 2 п —угольника.

От ограничения четноугольниками можно, конечно, избавить­
ся.

^ 2 3 2 .  Докажите, что среди всех равносторонних п —угольников 
наибольшую площадь может иметь только правильный.

Указание. Если п —угольник неправильный, то он не вписан 
в окружность, поэтому среди его вершин можно найти четы­
ре, образующих четырехугольник A B C D , тоже не вписанный в 
окружность. Применяя к нему четырехшарнирный метод и за­
дачу 180, можно увеличить площадь данного равностороннего 
гг—угольника, не меняя его стороны.

& 2 3 3 .  Докажите, что среди всех равноугольных тг—угольников 
с данным периметром наибольшую площадь имеет правильный.

^ 2 3 4 .  Докажите, что последовательность nsin(7r/n) строго воз­
растает, а последовательность n tg (n /n )  строго убывает. Найдите 
их пределы.

Указание. Можно применить неравенства
7Г 7Г

2nr tg — <  р  <  2 nR sin  —. 
п п

Множество, заметаемое кругом радиуса е («монетой») при 
движении ее центра по данной кривой линии, называется е—ок­
рестностью этой линии. Аналогично определяется е— окрестно­
сть фигуры, ограниченной этой линией.

^ 2 3 5 .  Найдите периметр и площадь е—окрестности выпуклого 
многоугольника периметра р  и площади s.

Указание. Площадь равна s + p e + 7ге2, периметр равен р+2тге.
Предыдущая задача предлагалась на Всесоюзной олимпиаде 

(на самом деле это классическая формула Штейнера).
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^ 2 3 6 . Среди всех п—угольников данной площади найдите тот, 
кто имеет минимальную сумму квадратов сторон.

Указание. Ответ: правильный. Если две соседние стороны не 
равны, то можно их сделать равными так, что площадь не изме­
нится, а сумма квадратов сторон уменьшится. Поэтому минимум 
достигается только на равностороннем п—угольнике. Далее при­
менить теорему 10.

Но можно применить неравенство Коши

n(a,i +  . . .  +  а^) >  (а\ +  . . .  +  ап)2

и опять свести задачу к минимизации периметра при данной пло­
щади. Аналогично решаются и следующие задачи.

6 2 3 7 .  Среди всех п—угольников с данным максимальным вло­
женным кругом найдите тот, кто имеет минимальную сумму 
квадратов сторон.

Указание. Ответ: правильный п—угольник.

6 2 3 8 .  Среди всех п—угольников с данным периметром найдите 
тот, кто имеет минимальную сумму квадратов сторон.

Указание. Ответ: любой равносторонний п—угольник.

^ 2 3 9 . Среди всех п—угольников, лежащих в данном круге, най­
ти тот, кто имеет максимальную сумму квадратов сторон.

Указание. При п =  3 ответ: правильный треугольник. Для 
доказательства применить задачу 4. При п > 3 максимум не 
достижим, но существуют п —угольники, у которых сумма квад­
ратов будет сколь угодно близка к сумме квадратов сторон пра­
вильного треугольника. Для доказательства верхней оценки

о2 —|—.. .  —|— о2 < 9.R2

воспользоваться теоремой Пифагора (или формулой косинусов) 
и свести ее к случаю п =  3.

^ 2 4 0 . Среди всех п—угольников данного диаметра, найти тот, 
кто имеет максимальную сумму квадратов сторон.
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Указание. При п =  3 ответ: правильный треугольник. Нера­
венство а2+Ь2+ с 2 <  3d2  очевидно. Для получения той же оценки 
в общем случае применить задачи 239, 26. При п >  3 макси­
мум не достижим, но существуют п —угольники, у которых сум­
ма квадратов будет сколь угодно близка к 3d2.

^ 2 4 1 .  Среди всех гг—угольников данного диаметра, найти тот, 
кто имеет минимальную сумму квадратов сторон.

Указание. Для треугольника справедливо неравенство

о2 +  Ь2  +  с2  > 3d2 /2 ,

которое обращается в равенство только в вырожденном случае, 
поэтому при п  =  3 минимум не достижим. В обще случае из 
неравенства Коши и неравенства треугольника следует также 
недостижимое неравенство

а 2  +  . . .  +  а2 >  d 2  +  d2/ (n — 1) =  nd2/ { n  — 1).

Следующая теорема принадлежит венгерскому математику 
Б. Секефальви-Надю.

Теорема 11 (Секефальви-Надь). Д л я  произвольного выпуклого 
п —угольника с данными углам и  cci,. . . ,  а п для площади s, полу- 
периметра Р  и внут реннего радиуса г  справедливо неравенство

s < j ( P 2  - { Р -  / г ) 2), /  =  ctg у  +  . . .  +  ctg Y -

Равенство возмож но лиш ь когда м ногоугольник описан вокруг 
окруж ности. Д л я  произвольного выпуклого многоугольника (и 
вообще любой выпуклой фигуры) справедливо неравенство

s <  —(Р 2 — (Р  — 7Гг)2).
7Г

^ 2 4 2 .  Выведите теорему Секефальви-Надя из неравенства

2P r  - s -  f r 2 >  0.
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^ 2 4 3 * * . Докажите неравенство 2P r  — s — f r 2  >  0.
Указание. Сдвинем все стороны п —угольника внутрь на оди­

наковое расстояние е <  г. Многоугольник, ограниченный полу­
ченными прямыми, обозначим М е и назовем внутренней оболоч­
кой. Посмотрим как меняется площадь и периметр этой оболоч­
ки с ростом е. Для малых значений е вершины М е двигаются 
по биссектрисам внутренних углов многоугольника , площадь, 
периметр и внутренний радиус при этом будут вычисляться по 
формулам

8 {М ) =  а(Ме) +  2 Р(М €)е +  М  

Р (М ) =  Р (М е) +  /е , г(М )  =  г(М е) +  е,

откуда
2P (M )r(M ) -  s (M ) -  f { r ( M ) ) 2  =

=  2P (M e)r(Me) -  s(M e) -  f ( r (M e))2.

Однако стороны при этом будут уменьшаться и в какой-то мо­
мент одна (или несколько из них) исчезнут (их длины станут 
нулевыми). При дальнейшем увеличении е будет происходить то 
же самое, но число вершин у внутренней оболочки будет мень­
ше. Функция 2P (M e)r(M €) — s(M e) — f(r (M e ) ) 2  остается посто­
янной, пока не меняется число вершин у оболочки; когда число 
вершин уменьшается, эта функция скачкообразно уменьшается. 
При е =  г  оболочка стягивается в точку или отрезок (в зависимо­
сти от вида исходного многоугольника М ). При этом указанная 
функция становится равной нулю. Значит,

2P (M )r(M )  -  s(M ) -  f ( r ( M ) ) 2  >  0.

^ 2 4 4 .  Выведите из теоремы Секефальви-Надя следующую тео­
рему.

Т е о р е м а  12 (Люилье). Среди всех выпуклых п —угольников с 
данным периметром и данными направлениями сторон наиболь­
шую площадь имеет описанный вокруг окружности.

^ 2 4 5 .  Выведите из теоремы Люилье теорему Зенодора.
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2.2 Экстремальные точки в выпуклых 
многоугольниках

Р а с с т о я н и я  д о  с т о р о н

^ 2 4 6 .  Найти внутри выпуклого п —угольника точку, для кото­
рой максимальное расстояние до его сторон минимально.

Указание. Эта точка — центр максимального круга, который 
можно поместить в данный п —угольник. Его радиус в разделе
1.2 обозначался г.

Вообще говоря, эта точка определена не однозначно.

^ 2 4 7 .  Найти внутри прямоугольника и трапеции все точки, для 
которых максимальное расстояние до всех сторон минимально.

^ 2 4 8 .  Многоугольник является описанным тогда и только то­
гда, когда биссектрисы всех его углов пересекаются в одной точ­
ке. Правильный п —угольник является описанным.

^ 2 4 9 .  В выпуклом многоугольнике из любой точки можно опу­
стить перпендикуляр на одну из сторон так, что он упадет на 
сторону, а не ее продолжение.

Указание. Опустим перпендикуляры на все стороны и выбе­
рем нз них наименьший. Если он падает на продолжение соот­
ветствующей стороны, то он пересекает другую сторону. Тогда 
перпендикуляр, опущенный на нее, будет короче, что невозмож­
но.

Есть «механический» вариант этого решения. Сделаем «ко­
лесо» в виде этого многоугольника так, чтобы его центр масс 
совпал с данной точкой. Если все перпендикуляры из нее пада­
ют на продолжения «своих» сторон, то положение этого коле­
са неустойчиво, оно опрокинется на другую сторону,потом еще 
на другую и покатится и будет бесконечно долго катится, что 
невозможно (т.к. невозможен вечный двигатель). На самом де­
ле колесо может покатится, но остановится в том положении, 
когда центр масс займет самое низкое положение (будет проек­
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тироваться на ближайшую к нему сторону) — это требует один 
из принципов механики.

^ 2 5 0 .  Найти в выпуклом п—угольнике точку, для которой сум­
ма расстояний до его сторон минимальна.

Указание. Указанная сумма расстояний является линейной 
функцией от координат точки. Максимум и минимум этой функ­
ции достигаются в вершинах п—угольника.

^*251. Для выпуклого равностороннего п—угольника сумма рас­
стояний до его сторон одинакова для всех его точек.

Указание. Если расстояния до сторон равны /ц, то

a{h\ +  . . .  +  hn) =  25,

где а — сторона, 5  — площадь.

Т о ч к а  Л ю и л ь е

^ 2 5 2 .  Найти внутри выпуклого п —угольника точку, для кото­
рой сумма квадратов расстояний до его сторон минимальна.

Указание. Ввести координаты и задать прямые, ограничива­
ющие многоугольник, линейными уравнениями. Вычислить рас­
стояния от точки до этих прямых. Функция, равная сумме квад­
ратов расстояний, является функцией вида ах2 +  Ъу2  +  2сху +  
dx +  еу (квадратичной функцией) так как квадрат каждого рас­
стояния имеет такой вид. Так как она всюду положительна, то ее 
можно представить в виде (Ах 4- B y ) 2  +  (C Y  +  D ) 2  +  Е. Очевид­
но, что минимум получается при решении системы уравнений 
Ах +  B y  =  C Y  +  D =  0. Минимум достигается только внутри 
п—угольника (если точка вне его и достаточно далеко от него, то 
ее можно так сдвинуть, что все расстояния уменьшатся, поэто­
му множество минимальных точек не может совпадать с прямой 
линией). Можно также заметить, что рассматриваемая функция 
строго вогнута как сумма нескольких нестрого вогнутых функ­
ций, которые вырождаются в линейные функции на несовпада­
ющих прямых.
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^ 2 5 3 .  Точка, расстояния от которой до сторон п —угольника 
пропорциональны этим сторонам (если такая существует) имеет 
минимальную сумму квадратов расстояний до сторон.

Указание. Если расстояния от данной точки до сторон а* рав­
ны Хг, то а\Х\ +  . . .  +  апхп =  2S, где S  — площадь п-угольника. 
Из неравенства Коши следует, что

(а? +  . . .  +  a2)(x j +  . . .  +  х 2) >  (а \х \ +  . . .  +  апхп)2 =  4S2,

откуда х 2  +  . . .  +  х^ >  AS2 / { а \  +  . . .  +  а^), причем равенство 
возможно только когда Xi/сц все равны. Указанное неравенство 
верно при любых знаках Х{ (если точка лежит вне п —угольника, 
то расстояния до некоторых сторон надо выбирать с отрицатель­
ным знаком, при этом все равно а \х \ +  ■ ■. +  апхп =  2S'), но если 
указанная точка существует, то она лежит внутри п —угольника.

^ 2 5 4 .  Точка, расстояния от которой до сторон п —угольника 
пропорциональны этим сторонам, совпадает с точкой пересече­
ния симедиан его углов. Симедиана угла / .А В С  — это симедиа- 
на треугольника А В С , проведенная из В . По определению все ее 
точки удовлетворяют условию: расстояния от них до сторон уг­
ла пропорциональны этим сторонам А В  и ВС. Если симедианы 
не пересекаются в одной точке, то указанной точки (обобщения 
точки Лемуана для треугольников) не существует (но минимум 
суммы квадратов расстояний все равно достигается в некоторой 
точке).

Указание. См. задачу 66.

Р а с с т о я н и я  д о  в е р ш и н

^*255. Найти внутри выпуклого п —угольника точку, для кото­
рой максимальное расстояние до его вершин минимально. Дока­
жите, что эта точка определена однозначно.

Указание. Эта точка — центр максимального круга, который 
содержит данный гг—угольник. Его радиус в разделе 1.2 обозна­
чался R. Применить задачу 26.
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^ 2 5 6 . Многоугольник является вписанным тогда и только то­
гда, когда срединные перпендикуляры всех его сторон пересека­
ются в одной точке. Правильный п—угольник является вписан­
ным. Для вписанного многоугольника величина R совпадает с 
радиусом описанного вокруг него круга.

О б о б щ е н и я  т о ч к и  Т о р и ч е л л и

^ 2 5 7 . Докажите, что сумма расстояний от точки внутри тре­
угольника до его вершин заключена между его полупериметром 
и периметром.

Указание. Сумма расстояний — строго вогнутая функция. 
Согласно задаче 215 она достигает максимума в одной из его 
вершин. Нижняя оценка следует из неравенства треугольника. 
Обе оценки в пределе достижимы.

^ 2 5 8 . Докажите, что сумма расстояний от точки внутри тет­
раэдра до его вершин заключена между его третью периметра и 
периметром.

Указание. Рассуждать аналогично задаче 257. Обе оценки в 
пределе достижимы. Решение, не использующее выпуклость см. 
в [53], задача 15.10.

Задача о минимальной сумме расстояний до данных точек в 
общем случае довольно трудна.

^259**. Как найти точку, сумма расстояний от которой до всех 
данных точек Рг минимальна?

Указание. Сумма расстояний f ( X ) — вогнутая функция. Ми­
нимум она имеет в единственной точке М. Если М  ф Рг, и точка 
М  передвинута в позицию М', такую что вектор 
6  =  М М ' бесконечно мал, то f{M ')  — f ( M)  > 0, а с другой 
стороны (f ( M ') -  f(M )) /(5 ,r i  +  . . .  +  rn) -* 1 при |£| -> О, 
где вектора — вектора единичной длины, направленные из 
М  в Pi, а знак (u ,v ) обозначает скалярное произведение векто­
ров. Поэтому п  +  . . .  +  гп =  0, иначе бы при S коллинеарным с 
г\ +  . . .  +  гп =  0 и направленным в противоположную сторону
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получилось бы, что f(M ') — f ( M ) <  0. Обратно, если для точки 
М  выполнено условие г \  + . . .  + г п =  0, то в этой точке f ( X ) име­
ет локальный экстремум. Для точки М  =  Рг условие локального 
экстремума таково: |ri +  . . .  +  г г- \  +  гг+1 +  • • • +  r„| <  1. Из этих 
условий следует, что минимум может быть только внутри вы­
пуклой оболочки данных точек. Чтобы его найти, надо сравнить 
f (P t) друг с другом и с точкой М , для которой Г\ +  . . .  +  гп =  0. 
Подробности можно найти в [1], задача 19.

^ 2 6 0 .  Докажите, что для произвольного треугольника мини­
мум суммы расстояний достигается либо в вершине, с углом 
большим или равным 120 градусов, или в точке, из которой все 
его стороны видны под углом 120 градусов (точке Торичелли).

Указание. Применить задачу 259.

^ 2 6 1 .  Докажите, что для выпуклого четырехугольника мини­
мум суммы расстояний достигается в точке пересечения диаго­
налей.

Указание. Можно применить задачу 259, но все очевидно и 
без нее (см. задачу 187).

^ 2 6 2 .  Если диагонали у выпуклого 2п-угольника пересекаются 
в одной точке, то для нее достигается минимум суммы расстоя­
ний до всех вершин.

Указание. Можно применить задачу 259, но все очевидно и 
без нее. Выпуклость тоже не нужна.

Следующая задача для случай семиугольника предлагалась 
на Московской олимпиаде в 1984 г.

^ 2 6 3 .  У правильного нечетноугольника минимум суммы рас­
стояний достигается в его центре.

Указание. Можно применить задачу 259, но можно обойтись 
и без нее. Например, описать вокруг гг—угольника другой пра­
вильный п —угольник так, чтобы он был описан вокруг описан­
ного круга меньшего п —угольника. Сумма расстояний от лю­
бой точки до сторон большего п —угольника постоянна. Сумма 
расстояний от нее же до вершин меньшего п—угольника в силу
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свойств перпендикуляра и наклонной будет больше или равна 
сумме расстояний до сторон большего п—угольника.

^ 2 6 4 . Докажите, что для невыпуклого четырехугольника ми­
нимум суммы расстояний достигается в одной из трех вершин 
его выпуклой оболочки.

Указание. Можно применить задачу 259.

^ 2 6 5 * . Найти точку, для которой достигается минимум суммы 
расстояний до данных пяти точек, четыре из которых образуют 
квадрат, а пятая лежит вне его на его оси симметрии.

Указание. Примем сторону квадрата, равной двум. Точка ми­
нимума находится на оси симметрии внутри квадрата ближе к 
пятой точке. Обозначим ее расстояние от центра квадрата через 
ж. Рассмотрим вектора единичной длины, направленные из нее 
в пять данных точек. Сумма этих векторов должна равняться 
нулю. Вычислим координаты этих векторов:

- 1 —1 — X
\ Л +  (1 +  ж )2 ’ у/ 1 +  (1 + Х ) 2 J  ’

1__________—1 — X \

у/1 +  (1 +  ж )2 ’ > / !  +  ( !  +  х ) 2 /  ’

- 1 _____________ 1 - ж  ^

\Л  + (1 -  ж)2’ у/1 + (1 -  х)2 J  ’

1 1 — X
, (0, 1).

\  v^l +  (1 -  х )2 ’ а/ 1 +  (1 ~ х)2,
Приравнивая к нулю координаты суммы этих векторов, получа­
ем уравнение:

1 + * 1 - 1  1/2.
у/ 1  +  (1 +  X)2 у/ 1  +  (1 -  ж)2

Избавляясь от радикалов, получаем уравнение

15ж8 -  16ж6 +  88ж4 -  320ж2 +  112 =  0.
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Докажем, что его корни нельзя выразить с помощью арифме­
тических операций и квадратных радикалов из рациональных 
чисел. Это означает, что искомую точку нельзя построить цир­
кулем и линейкой. Очевидно, что достаточно это доказать для 
уравнения

15х4 -  16т3 +  88т2 -  320т +  112 =  0.

Разложим его на квадратные множители. Выделим полный квад­
рат

15 (ж2 ~ ^ х + а) + (83ТЕ ~ 30а)  х 2 + ( 16а - 320)х + 112- 15а2‘

Подберем а так , чтобы второе слагаемое оказалось полным квад­
ратом. Для этого обратим в нуль дискриминант и получим (из­
бавляясь от дробей) уравнение

3375а3 -  9900а2 -  60000а -  121664 =  0.

Так как при а =  6 левая часть отрицательна, а при а =  7 она 
положительна (так как куб больше квадрата), то уравнение име­
ет корень 6 <  а <  7. Других корней у него нет, так как иначе 
многочлен 3375а3 — 9900а2 — 60000а —121664 был бы больше нуля 
в точке а =  4(11 — \/871)/45, которая является меньшим корнем 
его производной

10125т2 -  19800т -  60000 =  25(405т2 -  792т -  2400).

Проверим, что данный кубический многочлен не имеет рацио­
нальных корней. Пусть p /q  — такой корень, р, q взаимно просты. 
Тогда 3375р3 — 9900р2д — бООООрд2 — 121664д3 =  0, откуда следует, 
что р  делит 121664, q делит 3375, 121664д3 делится на 75, зна­
чит q делится на 15, 3375р3 делится на 4, значит р  четно, и даже 
делится на 4, потому что иначе 3375р3 не делилось бы на 16, 'а 
оно делится, так как каждое из чисел 9900р2д, бООООрд2,121664д3 
кратно 16. Поэтому p /q  =  4 • 2п • 1901т /(15 • 3fc5*), 0 <  п  <  4, 
0 < т  <  1, 0 <  k, I <  2. Из возможных 5 • 2 • З2 =  90 ком­
бинаций надо проверить только те, для которых 6 <  p /q  <  7.
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Для т =  0 таких нет так как 64/15 < 6. При т  =  1 минималь­
ное значение p/q  =  4 • 1901/3375 < 3, следующее по величине 
p/q  =  8 • 1901/3375 < 6, следующее p/q  =  4 • 1901/1125 € (6,7),, 
а все остальные больше 7. Поэтому остается проверить, будет 
ли корнем число 4 • 1901/1125 =  7604/1125 > 6,75 =  6 +  | .  Так 
как значение данного многочлена в точке 6,75 положительно, а 
в точке 6 отрицательно, то корень должен быть меньше 6,75, 
значит не равен 7604/1125.

Известна теорема: если кубическое уравнение с целыми ко­
эффициентами не имеет рациональных корней, то его корни не 
могут быть построены циркулем и линейкой (см., например [24, 
38]).

Подставляя упомянутый выше корень а в уравнение в фор­
мулу

15 15х +  а)  + ( Ц 1 - 3 0 о ж2 +  (16а —320)т + 112 — 15а2,

и сокращая на 15, получаем при некоторых с, d, выразимых из а 
с помощью арифметических операций и извлечения квадратного 
корня, разложение

х
8 _
15*

х +  а ]  — (сх +  d y  =

Обратно, через может быть выражено а с помощью только ариф­
метических операций. Поэтому c u d  нельзя выразить из рацио­
нальных чисел с помощью арифметических операций и извлече­
ния квадратного корня, так как если бы это было возможно, то 
и а можно было бы построить циркулем и линейкой.

Значит, корнями исходного уравнения являются корни двух 
квадратных трехчленов, коэффициенты которых нельзя постро­
ить циркулем и линейкой. Можно проверить, что действитель­
ных из них только два, которые являются корнями одного из 
этих трехчленов. Если оба корня квадратного трехчлена мож­
но построить циркулем и линейкой, то в силу теоремы Виета
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и его коэффициенты можно построить, что в рассматриваемом 
случае неверно. Остается показать, что если один корень квад­
ратного трехчлена можно построить, то и второй тоже. Далее 
указан только эскиз доказательства2.

Пусть корень а  трехчлена х 2 + p x  +  q можно построить. Зна­
чит, а  получается из рациональных чисел путем последователь­
ности арифметических операций и операций извлечения корня. 
Например, а  =  p i +  q iy /r i, где числа p i,q i, г \  построены ра­
нее, и формулы для них содержат меньшее число корней. Тогда 
/3 =  p i — qi у /г{  тоже можно построить и оба они являются кор­
нями трехчлена ж2 — 2p ix + p 2 — q2r\  с коэффициентами, которые 
можно построить. Значит эти коэффициенты можно представить 
в виде Si =  pi +  q i\fr i, г =  2,3, где pi можно построить. Но тогда 
и di =  pi — qis/rl. г =  2,3 тоже можно построить. Рассмотрим 
многочлен

(ж2 +  $1Ж +  S2 )(x2 +  d \x  +  d2) =

=  ж4 +  (si +  d i)x 3 +  (sid i +  s2 +  d2 )x2 +  (s2 +  d2)x +  s2d2.

его коэффициенты выражаются через P i,q i,ri без операции из­
влечения корня и их поэтому тоже можно построить. Число а  
является корнем этого многочлена. Продолжая подобные рас­
суждения, получим в конце концов многочлен с рациональны­
ми коэффициентами степени 2П, корнем которого будет а. При 
этом все действительные корни этого многочлена также можно 
построить циркулем и линейкой.

Но а  является корнем также многочлена 15ж4 — 16ж3 +88ж2 — 
320ж +  112, не имеющего рациональных корней (это можно по­
верить подобно тому, как выше проверялось отсутствие раци­
ональных корней у кубического многочлена). Можно считать, 
что этот многочлен является многочленом минимальной степе­
ни с рациональными коэффициентами, корнем которого являет­
ся а. Тогда упомянутый многочлен степени 2П будет делится на­
цело на этот многочлен, потому что в противном случае остаток

2 Фактически доказывается известный критерий, с помощью которого
определяется, можно ли построить циркулем и линейкой корни уравнения
четвертой степени. См.,например,[4], хотя там нет полного доказательства. 
Доказательство можно извлечь из [50], но там нет явной формулировки.
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будет многочленом меньшей степени с рациональными коэффи­
циентами и корнем а. Значит все его корни можно построить 
циркулем и линейкой, что и требовалось доказать. Если же мно­
гочлен 15х4 — 16т3 +  88т2 — 320т +  112 не является минималь­
ным для корня а, то аналогичные рассуждения показывают, что 
минимальным тогда будет квадратный трехчлен с рациональны­
ми коэффициентами, делящий указанный многочлен. Тогда этот 
многочлен разложим на два трехчлена с рациональными коэф­
фициентами и все корни указанного многочлена можно постро­
ить циркулем и линейкой, откуда следует, что рассмотренный 
выше трехчлен с этими корнями имеет коэффициенты, которые 
тоже можно построить, а это противоречит доказанному выше.

^ 2 6 6 * . Для выпуклого выпуклого п—угольника со сторонами аг- 
найти точку внутри него, для которой минимальна сумма a i/d i +  
. . .  +  an/d n, где d{ — расстояние от нее до стороны щ.

Указание. Если многоугольник описанный и г — радиус впи­
санного круга, то минимум достигается в его центре. Действи­
тельно, d\a\ +  . . .  +  dnan =  2s, где s — площадь п—угольника, то 
согласно неравенству Коши

2s(ai /d\ -J- • • • -|-ап/ dn) =  {а \/d\ -4- . . .  -f-ап/ dn)(d\a\ Н-. . .  -НФщп) ^

> { \ /a \ /d \  у /a\d\ +  . . .  +  \Jan/d n\ /d nan)2 =  (oi +  . . .  +  an)2 =  p2, 

откуда
a i/d i  +  . . .  +  an/d n > p2/2s.

Равенство достигается только когда вектора с компонентами 
(y /a jd i ) и (\/агД) пропорциональны, т.е. когда X\Jat/d t =  y/atdi, 
т.е. di =  Л, т.е. все ф равны. Отсюда следует, что di — г  и 
п—угольник описанный. В случае п =  3 получаем решение за­
дачи 64.

В общем случае задача, видимо трудна. Можно заметить, что 
функция f ( X ) =  a\ / d\ {X)  +  . . .  +  an/ dn(X)  строго вогнута (как 
сумма вогнутых функций в силу вогнутости гиперболы у =  1/ж), 
при приближении к границе многоугольника стремится к беско­
нечности, и достигает минимума внутри многоугольника в един­
ственной точке. Если многоугольник имеет ось симметрии, то



94 Глава 2. Неравенства для выпуклых фигур и тел

эта точка лежит на ней. Если он имеет хотя бы две оси сим­
метрии, то эта точка совпадает с точкой их пересечения. Если 
многоугольник имеет центр симметрии, то она совпадает с ним.

Э к с т р е м а л ь н ы е  т о ч к и  в  в ы п у к л ы х  м н о г о г р а н н и к а х

Некоторые из рассмотренных задачи можно перенести и на про­
странственный случай без особых изменений в доказательствах. 
Приведем несколько формулировок.

^ 2 6 7 .  Пусть в тетраэдре есть точка, из которой все его ребра 
видны под равными углами. Докажите, что эти углы имеют ко­
синус, равный —1/3 и на этой точке достигается минимум суммы 
расстояний до всех его вершин.

Указание. Применить задачи 259, 586. См. также задачи 435,
585.

^ 2 6 8 .  (IMO 1966) В правильном тетраэдре минимум суммы 
расстояний до его вершин достигается в его центре.

Указание. Все следует из задачи 267. Но можно также опи­
сать вокруг тетраэдра тоже правильный тетраэдр с гранями, па­
раллельными граням меньшего тетраэдра, заметить что сумма 
расстояний от любой точки до его граней постоянна и тем, что 
сумма расстояний от нее же до вершин меньшего тетраэдра в си­
лу свойств перпендикуляра и наклонной будет больше или равна 
сумме расстояний до граней большего тетраэдра.

^ 2 6 9 .  Пусть в тетраэдре есть точка, из которой два скрещива­
ющихся ребра видны под равными углами, и биссектрисы этих 
углов лежат на одной прямой. Докажите, что на этой точке до­
стигается минимум суммы расстояний до всех его вершин. 

Указание. Применить задачу 259.

^ 2 7 0 * . (Люилъе) Найти внутри данного тетраэдра точку, сумма 
квадратов расстояний от которой до его граней минимальна.

Указание. Это точка, расстояния от которой до граней про­
порциональны их площадям (точка Люилье). Чтобы ее найти,
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нужно через каждое ребро тетраэдра провести плоскость, такую, 
что расстояния от ее точек до граней, содержащих это ребро, 
относятся друг к другу как площади этих граней. Пересечение 
этих плоскостей дает искомую точку . В случае равногранного 
тетраэдра (и в частности, правильного), эта точка совпадает с 
центром вписанного шара (центром правильного тетраэдра). О 
равногранных тетраэдрах см. задачу 541 и следующие.

О точке Люилье тетраэдра см. также задачу 555.

^ 2 7 1 * . Найти внутри выпуклого п—гранника точку, для кото­
рой сумма квадратов расстояний до его граней минимальна.

Указание. См. указание к задаче 252.

^ 2 7 2 * . Для выпуклого выпуклого п—гранника с гранями пло­
щади ai найти точку внутри него, для которой минимальна сум­
ма ai /di  +  . . .  +  an/d n, где ф — расстояние от нее до грани а;.

Указание. Если многогранника описанный и г — радиус впи­
санного круга, то минимум достигается в его центре. Также как 
и задаче 266 можно доказать неравенство

ai /di  +  . . .  +  an/d n > s 2 /3v,

где v — объем многогранника и s — площадь его поверхности. В 
доказательстве используется формула d\a\ +  . . .  +  dnan =  3v.

В частности, если многогранник есть тетраэдр, то минимум 
достигается в центре вписанной в него сферы (см. задачу 550). 
В общем случае задача, видимо, трудна.

В з в е ш е н н ы е  с у м м ы  р а с с т о я н и й

Можно также обобщить задачу о минимуме суммы расстояний, 
рассмотрев минимум суммы расстояний, умноженных на задан­
ные положительные коэффициенты т*.

Например, можно рассмотреть задачу из [76].

^ 2 7 3 . Найти в треугольнике АВС  точку М, для которой

т \\АМ \ +  rri2 \BM\ +  тз\СМ\
минимальна.
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Указание. Построим треугольник с длинами сторон иц (рас­
сматриваем случай, когда это возможно). Пусть его внешние уг­
лы щ. Проводя из одной точки отрезки длины m i, попарно об­
разующие между собой углы щ, получаем три вектора, сумма 
которых равна нулю. Найдем в треугольнике А В С  точку , из 
которой его стороны видны под углами оц, тогда вектора, на­
правленные из нее в вершины треугольника с соответствующи­
ми длинами будут в сумме равны нулю. Это и есть искомая 
точка.

Если же треугольник с длинами сторон гщ не существует, то 
искомая точка совпадает с одной из вершин А, В , С

^ 2 7 4 .  (Москва, 1986) Найти в треугольнике А В С  точку М, для 
которой \АМ\ +  2\ВМ \ +  Z\CM\ минимальна.

Указание. Применить неравенство треугольника.
В [76] приведена красивая механическая интерпретация этой 

задачи. Представим себе, что данные точки Р{ лежат на столе. 
Проделаем в нем дырки в этих точках, возьмем веревки доста­
точно большой равной длины I, свяжем их концы в узел и про­
пустим свободные концы в дырки, оставим узел на поверхности 
стола. Привяжем к концам веревок грузы с массами гп{. Тогда 
узел переместится в точку, которая и будет иметь минимальную 
сумму. Дело в том, что согласно принципам механики, такая си­
стема должна прийти в состояние, в котором ее центр масс (т.е. 
центр масс всех грузов ггц) должен занять самое низкое возмож­
ное положение. Но высота центра масс этих грузов (относительно 
уровня стола) равна

1Сг m ihi

и она будет минимальной, когда

~  r*) =  l Y 2 m i ~  S3 пцп

максимальна, т.е когда ггцг{ минимальна, где =  Z — /г.* — 
расстояния от узла до точек Р{.



2.2. Экстремальные точки в выпуклых многоугольниках 97

Суммы квадратов расстояний

Задача о минимизации суммы квадратов расстояний сравнитель­
но проста.

^ 2 7 5 . (Лейбниц) Докажите, что YUmiri ~~ взвешенная сумма 
квадратов расстояний от произвольной точки М  до данных то­
чек минимальна только в точке М, такой что сумма векторов 
МР{, умноженных на т,{, равна нулю. Эта точка совпадает с 
центром масс mi, помещенных в точки Р*. Если взять за начало 
координат любую точку О и обозначит вектора ОРг как е*, то 
центр масс будет в конце вектора е* с началом в начале
координат.

Указание. Применить следующую формулу Лейбница для мо­
мента инерции системы точек:

m \r \+ . . .+m nr2 =  m 1 (r1 - r ) 2+ . . .+m n(rn- r ) 2+ (m i+ .. .+m n)r2,

где г =  Y^mt 53i ri ~  ЦентР масс этой системы. Для доказатель­
ства заметим, что

m i(ri - г )2 +  . . . +  тп(гп -  г)2 =

=  mir2 +  . . .  +  mnr2 +  (mi +  . . .  +  m n)r2 -  2 (m m  +  . . .  +  m nrn, г),

a (m m  -I-. . .  +  mnrn, r) =  (mi +  . . .  +  mn)r2.
Утверждение Лейбница справедливо и в пространственном 

случае.

^ 2 7 6 . Найти минимум суммы квадратов расстояний от произ­
вольной точки до вершин данного а) треугольника б) четырех­
угольника в) тетраэдра.

Указание. Центр трех единичных масс расположен в точ­
ке пересечения медиан треугольника, центр четырех единичных 
масс расположен в точке пересечения отрезков, соединяющих се­
редины противоположных сторон. В случае тетраэдра отрезки, 
соединяющие середины противоположных ребер, называются би­
медианами и пересекаются в одной точке. Эта точка (центр масс 
вершин тетраэдра) также совпадает с точкой пересечения про­
странственных медиан тетраэдра (см. далее задачи 539, 547).
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Вписанные многоугольники

Рассмотрим задачу о том, как вписать в данный выпуклый 
п—угольник другой т —угольник, т < п, у которого сумма сто­
рон минимальна (обобщение задачи Фаньяно), и подобные ей за­
дачи о минимизации суммы квадратов сторон и максимальной 
стороны выписанных п—угольников (для случая треугольников 
эти задачи см. в разделе 1.3).

& 277 . Докажите, что ромб с вершинами в серединах сторон 
прямоугольника имеет минимальный периметр среди всех впи­
санных в прямоугольник четырехугольников. Кроме него, суще­
ствует еще бесконечно много вписанных в квадрат параллело­
граммов того же минимального периметра. Ромб также имеет 
минимальную сумму квадратов сторон и минимальную наиболь­
шую сторону среди всех вписанных четырехугольников, причем 
он является единственным экстремальным четырехугольником.

Указание. См. задачи 280, 290.

& 278*. (Биркгоф) Любой вписанный п—угольник с минималь­
ным периметром (если он существует и не вырождается, т.е. все 
его вершины лежат внутри сторон описанного п—угольника) яв­
ляется «оптическим», т.е. для любой его вершины углы, обра­
зованные смежными с ней сторонами вписанного п—угольника 
со стороной описанного п—угольника, содержащей эту верши­
ну, равны. Значит, вписанный п—угольник можно рассматривать 
как замкнутую траекторию луча света, отражающегося зеркаль­
но от сторон описанного п—угольника (или как замкнутый путь 
шара в гг—угольном биллиарде). То же самое верно и для вписан­
ного ш—угольника при т < п и для вырожденных т —угольни­
ков, но только для вершин, лежащих внутри сторон п—угольника.

Указание. Применить задачу 49.

^ 2 7 9 . Если у n-угольника при четном п существует невырож­
денный вписанный п—угольник с минимальным периметром, то 
сумма всех его углов при вершинах с четными номерами рав­
на сумме углов при вершинах с нечетными номерами. В этом
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случае существует бесконечно много минимальных вписанных 
п —угольников.

Указание. Передвинуть на достаточно малую величину од­
ну из вершин вписанного п —угольника и через нее запустить 
луч света, параллельно одной из смежных с этой вершиной сто­
рон. После отражения от всех сторон луч вернется в исходную 
точку и его траектория образует вписанный п —угольник со сто­
ронами, параллельными соответствующим сторонам исходного 
п—угольника. Если его стороны занумеровать в естественном по­
рядке, то сумма длин сторон с четными номерами увеличится 
(уменьшится) на ту же величину, на которую уменьшится (уве­
личится) сумма длин сторон с нечетными номерами.

^ 2 8 0 .  У четырехугольника существует невырожденный вписан­
ный четырехугольник с минимальным периметром тогда и толь­
ко тогда, когда он является описанным. В этом случае существу­
ет бесконечно много минимальных вписанных четырехугольни­
ков.

Указание. Частный случай задачи 279. Еще одно решение 
(предложенное Шварцем) можно получить, если развернуть сто­
роны вписанного четырехугольника с одной фиксированной вер­
шиной в четырехзвенную ломаную с фиксированными концами 
(для этого надо последовательно симметрично отражать боль­
шой четырехугольник от его сторон четыре раза) и заметить, что 
ломаная имеет минимальную длину, когда вырождается в отре­
зок прямой. Длины этих отрезков не зависят от выбора фикси­
рованной вершины вписанного четырехугольника. Подобное рас­
суждение можно провести и для для любого п—угольника, но 
ломаная не всегда сможет превратится в отрезок прямой (это не 
получится, например, у тупоугольного треугольника). Подроб­
ности см. в [38, 59].

^ 2 8 1 .  Если у n-угольника при нечетном п существует невырож­
денный вписанный п —угольник с минимальным периметром, то 
он определен однозначно.
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Указание. У вписанного оптического п—угольника направле­
ния сторон при нечетном п  определяются однозначно, как и уг­
лы, образованные ими со сторонами большого п —угольника.

^ 2 8 2 * . Для п —угольника с радиусом описанной вокруг него 
окружности R, центр которой лежит внутри него, и площадью S  
периметр вписанного в него п —угольника не меньше 2S /R . Ра­
венство достигается для вписанного п —угольника, стороны кото­
рого перпендикулярны отрезкам, соединяющим центр описанной 
окружности с вершинами вписанного в нее п —угольника.

Указание. Соединим центр описанной окружности с верши­
нами вписанного п —угольника. Большой n-угольник разобьется 
на непересекающиеся четырехугольники. Их диагоналями явля­
ются стороны ai вписанного п —угольника и отрезки длины R, со­
единяющим центр описанной окружности с вершинами вписан­
ного в нее п —угольника. Площадь каждого четырехугольника 
оценивается сверху как R a i/2, причем равенство возможно лишь 
когда его диагонали перпендикулярны. Складывая эти оценки, 
имеем p R /2  =  (ai +  . . .  +  an)R /2  >  S. Равенство достижимо 
лишь для вписанного п —угольника, стороны которого перпенди­
кулярны отрезкам, соединяющим центр описанной окружности 
с вершинами вписанного в нее п —угольника. Этот п —угольник 
существует, определяется однозначно и является «оптическим». 
Для остроугольного треугольника получаем доказательство тео­
ремы Фаньяно, предложенное Н. А. Извольским [33].

^ 2 8 3 .  Для тупоугольного (и прямоугольного) треугольника ми­
нимум периметров вписанных треугольников никогда не дости­
гается.

Указание. Полупериметр вписанного треугольника может 
быть сколь угодно близок к минимальной высоте (т.е. ширине) 
треугольника.

Для тупоугольного треугольного биллиарда периодические 
траектории в общем случае, видимо, неизвестны.

^ 2 8 4 .  Найдите периодическую траекторию для биллиарда в 
форме прямоугольного треугольника.
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& 285 . Для выпуклого п—угольника при п >  4 минимум пери­
метров вписанных треугольников со сторонами, не лежащими на 
его сторонах, никогда не достигается.

<£^286*. Для ромба периметр вписанного в него четырехуголь­
ника больше удвоенной минимальной диагонали и может быть 
сколь угодно близок к ней.

Указание. Минимальный периметр достигается у четырех­
угольника, который вырождается в треугольник с вершиной в 
вершине данного ромба, либо вырождается в минимальную диа­
гональ. Рассмотрим первый случай, пусть A BC D  — ромб, B E F
— треугольник с минимальным периметром, Е  лежит на AD, 
F — на CD. Пусть ZD E F  =  a, ZEFD  — /3, ZA — у. Так как 
A B E F  — оптический, то ZAEB =  a, ZC F B  =  (3. Применяя 
задачу 146, получаем, что а  =  (3 (откуда следует, что Д B E F
— равнобедренный и его ось симметрии совпадает с диагональю 
BD). Из свойств углов углов треугольника и параллелограмма 
имеем 7 =  а  +  /3 — 2 а,

За: =  7 +  а :< 7 г< 7  +  а; +  7г/2 — а =  у +  тг/2,

откуда 7г/2 < 7 <  27г/3, значит оптический треугольник B E F  
существует только, если B D  — большая диагональ (из доказан­
ного следует, что если B D  — меньшая диагональ, то минимум 
периметра A B E F  достигается, когда он вырождается в эту диа­
гональ). В силу равенства ZAEF =  ZACB  четырехугольник 
АЕСВ  — вписанный в окружность. Ее хорда АС  стягивает дугу 
величины 2тт — 2у, и хорда Е В  стягивает дугу той же величины, 
значит Е В  =  АС  (и для построения оптического треугольника 
B E F  достаточно пересечь AD  окружностью радиуса АС  с цен­
тром В), откуда видно, что периметр A B E F  больше 2|ЛС|.

Для произвольного четырехугольника неравенство задачи 286 
неверно. Например, четырехугольник с углами 60,75,75,150 гра­
дусов имеет равные диагонали и две равные им стороны (его 
диаметр тоже им равен, конечно). Впишем в него правильный 
треугольник с вершиной в угле 150 градусов (остальные верши­
ны лежат на противоположных сторонах, равных по длине диа-
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гоналям). Периметр треугольника равен л/З, умноженному на 
диаметр четырехугольника. «Раздвоив» вершину треугольника, 
совпадающую с вершиной угла 150 градусов, и сдвинув каждый 
экземпляр вдоль своей стороны, превратим вписанный треуголь­
ник во вписанный четырехугольник. Если эти сдвиги были до­
статочно малыми, то периметр полученного четырехугольника 
будет близок к периметру треугольника, т.е. меньше удвоенного 
диаметра.

^*287*. Докажите, что среди всех вписанных в этот четырех­
угольник треугольников, указанный правильный треугольник 
имеет а) минимальный периметр б) минимальную сумму квад­
ратов сторон в) минимум максимальной стороны.

Указание. Пункты б) и в) следуют из пункта а). Применяя 
задачу 278, доказать, что если вершин треугольника совпада­
ет с вершинами с углами 60,75,75 градусов, то минимальный 
периметр, равный удвоенной диагонали, будет у вырожденного 
треугольника. Если же вершина совпадает с вершиной угла 150 
градусов, то минимальный периметр будет у «оптического» тре­
угольника, который окажется вписанным правильным треуголь­
ником.

^ 2 8 8 .  Любой вписанный п —угольник с минимальной суммой 
квадратов сторон (если он существует и не вырождается) удо­
влетворяет следующему условию. Для любой его малой диаго­
нали, т.е. такой, что по одну сторону от нее лежит только од­
на его вершина, отрезок, соединяющий эту вершину с середи­
ной диагонали («медиана»), перпендикулярен стороне описанно­
го п —угольника, содержащей эту вершину.

Указание. Применить задачу 112. Если это условие не выпол­
нено, то можно сдвинуть одну вершину так, что сумма квадратов 
сторон уменьшится.

Для решения задачи 288 можно применить следующий алгеб­
раический подход. Пусть стороны данного п —угольник равны щ. 
На каждой из них выберем систему координат (например с цен­
тром в середине стороны) и вписанный п —угольник тогда можно
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задать вектором ( x i , . . . ,  хп), где |х*| < щ/ 2  — координаты его 
вершин. Квадраты длин его сторон вычисляются по формулам 
теоремы косинусов

if =  (a i/2 ±Xi)2 +(ai+i / 2 ±Xi+i) 2 + 2 (a i/2 ±Xi)(ai+i / 2 ±Xi+i)cos(f)i,

где cj>i — угол при соответствующей вершине, а знаки ±  выби­
раются в соответствии с выбранными положительными направ­
лениями на каждой стороне щ. Тогда задача минимизации сум­
мы квадратов сторон формулируется как поиск минимума функ­
ции If +  . . .  +  I2  на множестве наборов ( x i , . . . ,  хп), |х*| < сц/2 , 
г =  1 , . . . , п.  Аналогично формулируются задачи минимизации 
периметра и минимизации максимальной стороны. Во всех трех 
случаях функции, которые надо минимизировать, являются во­
гнутыми, причем в первом случае функция строго вогнутая (по­
тому что квадрат расстояния строго вогнутая функция от своих 
аргументов). Поэтому в первом случае минимум достигается в 
одной точке (а во втором случае минимум может достигаться во 
многих точках, и локальный минимум тоже один, поэтому в этой 
точке производные по всем направлениям равны нулю. Так как 
функция if +  . . .  +  I2  является многочленом второй степени, то 
указанные производные являются линейными функциями и точ­
ка ( x i , . . .  ,х п), в которой достигается минимум является, един­
ственным решением системы линейных уравнений. Эту систему 
можно решить за 0 (п3) арифметических операций, а используя 
современные методы «быстрой» линейной алгебры и существен­
но быстрее ( за 0 (п 2,4) операций, см., например, [2]). Если най­
денная точка минимума находится вне множества ( (xi , . . . ,  хп)), 
|xj| < ец/2, г =  1, . . . ,  п, то минимум на этом множестве будет до­
стигаться в его вершинах, т.е. в точках вида ( x i , . . . , x n), \х{\ =  
a il 2 , а это означает, что экстремальный т —угольник имеет все 
вершины в вершинах данного п—угольника. Чтобы его найти, на­
до перебрать все такие т —угольники, являющиеся вырождения­
ми вписанных п—угольников. Каждый из них определяется мно­
жеством вершин п—угольника, не являющихся вершинами этого 
тп—угольника. Среди этих вершин не может быть двух соседних, 
и любой такой набор вершин определяет т —угольник, образо-
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ванный остальными вершинами, который является вырождени­
ем некоторого вписанного п —угольника.

^ 2 8 9 * . Проверьте, что число таких вырожденных т —угольни­
ков, вписанных в данный п —угольник, удовлетворяет рекуррент­
ному соотношению Ln =  Ln- \  4- Ln- 2, L3 =  4, L4 =  7. Докажите, 
что Ln =  фп +  (—1/ф)п, где ф =  (\/5  +  1)/2. Числа Ьп называются 
числами Люка.

Указание. Обозначим через Fn число, равное числу подмно­
жеств множества { 1, . . . ,  п}, не содержащих ни одной пары сосед­
них чисел. Очевидно, что F\ — 2, F2  =  3. Число подмножеств, не 
содержащих п, равно Fn- \ ,  а число подмножеств, содержащих п, 
равно Fn- 2. Поэтому Fn =  Fn- \  +  Fn- 2. Последовательность Fn 
совпадает с последовательностью Фибоначчи, если последнюю 
начинать с Fi =  Fo =  1 (см., например, [24]). Число Ln равно чис­
лу подмножеств множества { 1, . . . ,  п}, не содержащих соседних 
чисел в циклическом смысле (т.е когда числа 1, п  тоже считаются 
соседними). Очевидно, L2 =  3, L3 =  4, и далее Ln — Fn- \  +  Fn- 3 
(подмножество, содержащее п, не содержит 1 и п  — 1). Тогда 
Ln =  Fn- i  +  Fn - 3  =  Fn - 2  +  Fn - 3  +  Fn - 4  +  Fn - 5  =  Ln_ i + L n_2 при 
n >  5, можно положить L\ — 1, To =  2, тогда Ln =  Ln_i +  Tn-2 
будет выполняться при n >  2, и равенство Ln =  фп +  (—1/ф)п 
будет справедливо при п =  0, 1, так как 1 /ф  =  (1 — \/5 )/2 , а 
фп +  (—1 /ф)п =  0П~1 +  (—1 /ф ) п ~ 1 +  фп~2 +  (—1 /ф ) п ~ 2  в силу ра­
венств ф2 =  ф + 1, ф~ 2  =  — ф~г +  1 , то, применяя индукцию, имеем 
Ln =  фп +  (—1 /ф )п при всех п >  2.

^ 2 9 0 .  Вписать в данный параллелограмм четырехугольник с 
минимальной суммой квадратов сторон.

Указание. Это параллелограмм, у которого диагонали пер­
пендикулярны сторонам данного параллелограмма.

^ 2 9 1 .  Для выпуклого п —угольника любой вписанный в него 
т —угольник (т <  п) с минимальной длиной наибольшей сторо­
ны (если он существует и не вырождается) и при этом наимень­
шим числом наибольших сторон (если их несколько) удовлетво­
ряет следующему условию. Для любой его наибольшей стороны
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угол, образованный ею с прикасающейся ее стороной описанно­
го п—угольника, может быть острым только в том случае, ес­
ли смежная с точкой прикосновения вторая сторона вписанно­
го п—угольника тоже наибольшая и сама образует подобный же 
острый или прямой угол.

Указание. Если это условие не выполнено, то можно сдвинуть 
одну вершину так, что максимум из двух смежных с ней сторон 
уменьшится.

^ 2 9 2 . Вписать в данный квадрат треугольник с минимально 
возможным диаметром так, чтобы стороны не лежали на сторо­
нах квадрата.

Указание. Если стороны треугольника могут лежать на сто­
ронах квадрата, то минимальный диаметр стремиться к нулю. 
Если вершины треугольника лежат на разных сторонах квадра­
та, то минимальный диаметр равен длине стороны квадрата. Ес­
ли одна из вершин треугольника совпадает с вершиной квадрата, 
то минимум достигается на правильном треугольнике, который 
определяется однозначно (см. задачу 449).

4^293*. Вписать в данный ромб треугольник с минимально воз­
можным диаметром.

Все вписанные в данный прямоугольник ромбы удовлетворя­
ют условию задачи 291. Но согласно задаче 161 они все подоб­
ны, поэтому минимальные сумму квадратов сторон, периметр и 
сторону имеет среди них только один — с вершинами в середи­
нах сторон ромба. Согласно задаче 277 он имеет минимальную 
сумму квадратов сторон и минимальную наибольшую сторону 
среди всех вписанных четырехугольников, причем он является 
единственным экстремальным четырехугольником.

^ 2 9 4 * . Для произвольного ромба найти вписанный в него че­
тырехугольник с минимальной длиной максимальной стороны.

Указание. Это вписанный в данный ромб квадрат (его диаго­
нали которого повернуты на 45 градусов по отношению к диаго­
налям описанного ромба). Он имеет минимальное значение дли­
ны наибольшей стороны среди всех вписанных в данный ромб че-
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тырехугольников и треугольников. Пусть K L M N  — минималь­
ный в указанном смысле четырехугольник, К  6 [АВ], L е  [ВС], 
М  € [CD], N  6 [DA\, Для доказательства сначала заметим, 
что если вписать в ромб A B C D  квадрат A 'B 'C 'D ', А' € [АВ], 
В' € [ВС], С  G [CD], D' € [DA], то можно считать без ограни­
чения общности, что К  € [AA'], L € [ВВ'], М  G [С С ], N  € [DD'] 
(иначе, если, например, К  & [АА'], L 6 [В'], то [KL] >  \А'В'[). 
Далее, заметим, что K L M N  является ромбом. Иначе, если на­
пример [KN] >  |K L |, и K N  — наибольшая сторона, то согласно 
задаче 291 K N  перпендикулярна А В , значит она не перпенди­
кулярна A D , поэтому согласно 291 \К М \ =  \N M \, а так как 
M N  не перпендикулярна C D , то \NM ] =  [ML], и аналогично из 
не перпендикулярности L M  и В С  следует, что [ML] =  \KL\, а 
это противоречит предположению, что >  \KL[. Центр ром­
ба K L M N  лежит на пересечении средних линий ромба A B C D , 
т.е. совпадает с его центром. Пусть а =  [АС[/2, b =  \B D \/2 , 
Z.AOK — ф, где О — центр ромба, Z.BAO =  а. Тогда из теоремы 
синусов имеем [КО] =  \LO\ =  J sC(™-<t>) (учитывая, что
К О  ±  LO), а из теоремы Пифагора и равенства b/a  =  tg а  тогда 
следует, что

[K L  |2 =  ° :? Ш +
62— 2cos“ а

=  (a2 sin2 а)

sin2(o' +  (̂ ) cos2(а  -  ф) 

1 1
+

sin2 (а  -I- ф) cos2 (а  — ф) J

Остается минимизировать +  cosНа-ф) ПРИ 0 < ф <  тг/4.
Так как

+
sin2 (а  +  ф) +  cos2  (а  — ф) _  

sin2 (а +  ф) ' cos2 (а  — ф) sin2 (а  +  ф) cos2 (а  — ф)

_  1 +  (cos 2(ск — ф) — cos 2(а  +  ф) ) / 2  _  
sin2 (а  +  ф) cos2 (а; — ф)

1 +  (cos2(a — ф) — cos2(a +  ф))/2 _  1 — sin 2а sin2ф
(sin 2а  +  sin 2ф)2/4 (sin 2а  -f sin 2ф) 2  ’
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а 0 < sin 2ф <  1, то достаточно найти минимум при 0 < х <
1) 0 < а =  sin 2а <  1. Очевидно, что этот минимум достигается 
при х =  1, так как убывает на отрезке [0, 1], потому что
числитель убывает, а знаменатель растет.

2.3 Быстрое вычисление различных мер 
для выпуклых многоугольников

Представляет интерес вопрос о том, как можно вычислить для 
данного выпуклого п—угольника такие его характеристики (из­
мерения, меры) как введенные в предыдущих разделах вели­
чины p ,s ,r , h, R. Для аккуратной постановки подобных задач 
можно использовать две близких друг к другу, но различных 
формализации. Одна из них состоит в построении по данному 
п—угольнику (а для некоторых задач — по данным п точкам) от­
резка, длина которого равна данному измерению п— угольника. 
Вторая состоит просто в вычислении этого измерения. В первом 
формализации в качестве меры сложности построения (цирку­
лем и линейкой естественно) можно взять просто число линий 
(прямых и окружностей), проведенных в этом построении. Во 
второй формализации в качестве меры сложности естественно 
взять число арифметических операций, выполняемых в ходе вы­
числения.

В обоих случаях возникают некоторые тонкости, которые мо­
гут играть роль в дальнейшем. Например, имеется определенное 
различие между не ветвящимися вычислениями и вычислени­
ями с условными переходами. В первом случае выбор очеред­
ной операции не зависит от результатов предыдущих операций. 
Во втором случае зависит. Например, во втором случае моде­
лью вычислений служит так называемое алгебраическое решаю­
щее дерево. В нем на каждом шаге выполняется одна из алгеб­
раических операций (так называемых команд, занумерованный 
список которых заранее составлен и образует ветвящуюся про­
грамму, которая и называется в данном случае алгебраическим 
решающим деревом), если полученный результат не равен нулю,
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то выполняется следующая по списку команда, а если резуль­
тат равен нулю, то делается так называемый условный переход 
к другой (не обязательно следующей) команде (номер которой 
заранее известен).

Обычно алгебраические решающие деревья используют для 
решения задач распознавания (принадлежности данного объекта 
к данному классу или множеству), в этом случае в списке команд 
есть команда «Останов и выдача ответа ДА » и команда «Оста­
нов и выдача ответа НЕТ », но можно рассматривать програм­
мы (фактически это какие-то диаграммы или графы), в которых 
команда «Останов» только одна, а результатом работы являет­
ся некоторое число, вычисленное в ходе работы программы (для 
хранения чисел в таких программах предусматриваются ячейки 
или регистры памяти, каждый из которых хранит определенное 
число, и среди них специально выделяют выходные регистры, в 
которых и будут записаны результаты работы программы; спе­
циально выделяют также входные регистры, в которых перед 
началом работы программы заносятся исходные данные, напри­
мер координаты заданных точек). От реальных компьютерных 
программ такие программы отличаются тем, что работают с про­
извольными действительными числами (а не конечным набором 
специального вида рациональных чисел, как реальные компью­
теры), все операции выполняются абсолютно точно, и программа 
может работать сколь угодно долго. Время ее работы оценива­
ется как число всех выполненных операций (а не число команд 
в программе), и называется временной сложностью данной про­
граммы (мы пренебрегаем временем на выполнение команд пе­
ресылки из одного регистра в другой, которые встречаются в 
реальных программах).

Подобные же уточнения можно внести и в первую форма­
лизацию, хотя в ней имеются свои тонкости, которые впрочем, 
далее не будут играть существенную роль, более того, все рас­
сматриваемые далее построения фактически не будут содержать 
никаких ветвлений. Не ветвящиеся геометрические построения 
по-существу эквивалентны не ветвящимся программам, в кото­
рых кроме арифметических операций используется еще извле-
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чение квадратного корня (рассматриваются только такие про­
граммы, в которых операции деления и извлечения корня всегда 
выполнимы, не зависимо от входных данных). Эквивалентность 
понимается в том смысле, что меры сложности вычислений для 
любой данной задачи в обоих типах программ по порядку оди­
наковы. Здесь и далее функции (последовательности) Li(n) на­
зываются равными по порядку, если 0 < с <  L^/Lx < С , где 
константы с, не зависят от п. Будем также использовать обозна­
чение 1*2 =  O(Li), если < L 2 /L 1 <  С.

^ 2 9 5 . Докажите эквивалентность не ветвящихся геометриче­
ских построений и не ветвящихся программ в базисе 
{+> х , / ,  у /}  в указанном выше смысле.

Указание. Примените алгебраический метод решения задач 
на построение.

Далее будем использовать программы без операции извлече­
ния корня, но с ветвлениями при выполнении условий типа /  >  0, 
/  >  0, /  =  0. При наличии квадратного корня сравнения вида 
/  > 0, /  >  0 фактически можно заменить на сравнения вида 
/  =  0, так как / / y f p  =  1 при /  >  0.

^ 2 9 6 . Укажите, как проверить со сложностью О(п), являет­
ся ли данный п—угольник описанным. Если является, то центр 
вписанного круга и его радиус можно построить со сложностью 
0 ( 1) .

Указание. Сначала проверить, является ли он выпуклым. По­
том применить задачу 248.

^ 2 9 7 . Укажите, как проверить со сложностью О(п), являет­
ся ли данный п—угольник вписанным. Если является, то центр 
описанного круга и его радиус можно построить со сложностью 
0 ( 1).

^ 2 9 8 . Укажите, как проверить со сложностью О(п), имеет ли 
данный п—угольник точку Люилье. Если имеет, то ее можно по­
строить со сложностью 0 (1).
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^ 2 9 9 .  Точку, в которой достигается минимум суммы квадратов 
расстояний до сторон п —угольника, можно построить со слож­
ностью 0 (п).

Указание. Примените задачу 252.

^ 3 0 0 .  Периметр и площадь выпуклого п—угольника можно вы­
числить со сложностью 0 (п).

Указание. Для вычисления площади можно разбить п—уголь­
ник на п — 2 непересекающихся треугольника с общей вершиной 
(триангулировать) и сложить их площади. Можно использовать 
формулу Герона для площади треугольника и операцию извле­
чения квадратного корня ((Зп — 5) раз). Но можно обойтись и 
вовсе без нее, если использовать формулу для площади паралле­
лограмма с вершинами (0,0), (x i, y i), (а?2> Уг) (см. задачу 165)

\х\У2 - х 2у\\-

Операция вычисления модуля будет не нужна, если просматри­
вать вершины треугольников в «правильном» порядке. Слож­
ность вычисления будет не больше 6п — 8 (деление пополам вы­
полняем один раз в самом конце).

Вычисление не ветвящееся, и его сложность не меньше 2п — 1 
(потому, что результат зависит существенно от всех 2гг коорди­
нат, используемых в качестве входных данных не ветвящейся 
программы)

В модели геометрических построений при вычислении пло­
щади нужна конечно единица длины, заданная в виде отрезка. 
Площадь треугольника можно построить, умножая основание на 
высоту. Делить результат пополам можно в самом конце постро­
ения.

При построении периметра единица длины не нужна, и в 
этом случае построение проще, чем вычисление. При вычисле­
нии обойтись без квадратного корня нельзя.

Можно рассматривать подобную же задачу и для случая про­
стого (т.е. не обязательного выпуклого, но не самопересекающе- 
гося) многоугольника. Результаты будут в основном такими же, 
но возникают трудности с выполнением триангуляции (всегда ли
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можно получить триангуляцию из п — 2 треугольников с верши­
нами в вершинах многоугольника? А с произвольными вершина­
ми?). Аккуратные рассуждения здесь проводить непросто. Труд­
но доказать даже тот очевидный факт, что простой многоуголь­
ник разбивает плоскость на две части (внутреннюю и внешнюю 
по отношению к нему) — это частный случай теоремы Жордана 
о кривых, в доказательстве которой допустил ошибки сам Жор­
дан3. Далее, при использовании указанной формулы для площа­
ди параллелограмма возникает вопрос, как в ней избавиться от 
знака модуля. Конечно, это легко сделать, если использовать вет­
вящуюся программу. А можно ли это сделать без использования 
условных переходов?

Можно однако обойтись без триангуляции, если воспользо­
ваться следующей формулой [27].

^ 3 0 1 * . Пусть координаты вершин простого п—угольника, зану­
мерованных в направлении, например, по часовой стрелке, равны 
(хг, уг), г =  1 , . . . ,  п. Тогда его площадь вычисляется по формуле

S =  \ ( { у \  +  У2 ){х\ -  х2) +  (у2 +  Уз)(х2  -Жз) +  . . . +

+  . . . +  (Уп— 1 +  Уп)(хп- 1 -  Хп) +  (Уп +  yi){xn -  ®l)).

Указание. Вычислить площадь трапеции, образованной от­
резком от вершины (хг,у г) до вершины (жг+1, yt+i), и опущен­
ными из его концов перпендикулярами на ось иксов. Площади 
учитывать с соответствующим знаком. Если отрезок пересекает 
ось иксов, то часть трапеции имеет «положительную», а часть 
— «отрицательную» площадь. Если вершина {хг+\ ,y t+i) лежит 
левее вершины (хг,у г), то площадь оказывается отрицательной. 
Просуммировав «ориентированные» площади трапеций, получа­
ем площадь многоугольника. Сложность вычисления по этой 
формуле равна 4п. Из указанной формулы легко следует следу­
ющая, более простая на вид формула для площади п—угольника

3 Камилл Жордан — выдающийся французский математик 19-го века, 
автор знаменитого курса математического анализа.
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с координатами вершин (x i,y i), в которой для удобства исполь­
зованы обозначения хп+\ =  х \, уп+1 =  Ух'

1 . п Л
S - 7 i  ^ 2 ( xkVk+1 “  ®*+1У*)- 

1  fc=l

Однако сложность вычислений по этой формуле также равна Ап, 
но по сравнению с предыдущей формулой умножений больше, а 
сложений меньше. Это означает, что первая формула более эф­
фективна в вычислительном смысле, хотя и выглядит сложнее.

Вопрос о вычислении триангуляции для произвольных п  то­
чек (не образующих выпуклый п —угольник и не образующих 
простой невыпуклый п —угольник) вообще не тривиален. Напри­
мер, если п — 1 точка лежит на оси абсцисс, причем не обязатель­
но в монотонном порядке, а еще одна точка лежит на оси ординат 
(но не в начале координат), то задача построения триангуляции в 
этом случае равносильна задаче монотонного упорядочения п  — 1 
числа. Последнюю же задачу можно интерпретировать как за­
дачу упорядочения по весу п грузов (разного веса) с помощью 
взвешиваний на коромысловых весах (чашечных весах без гирь). 
Для ее решения нужны конечно ветвящиеся программы В про­
граммировании такие задачи известны как задачи сортировки (в 
них рассматривается и случай, когда среди чисел встречаются и 
равные).

^ 3 0 2 * . Докажите, что задача упорядочения п  чисел требует по 
порядку не менее п  log п  сравнений.

Указание. Число различных результатов работы программы 
равно, с одной стороны n! >  (п /3 )п, а с другой стороны — не 
больше Зт, где т  — число выполненных сравнений (исходов 
сравнения три: > , = , < ) .

Задача точного нахождения минимального числа сравнений 
при больших п , поставленная польским математиком Г.Штейн- 
гаузом, не решена до сих пор.

Из задачи 302 следует, что задачу построения триангуляции 
для данных п произвольных точек нельзя решить со сложно­
стью, по порядку меньшей n logn .
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Отметим одну тонкость. В модели геометрических построе­
ний построение триангуляции для п точек указанного выше при­
мера можно конечно выполнить за 0 (п) операций, так как упо­
рядочение п данных точек на прямой в этой модели делать не 
нужно: глаз сам видит, в каком порядке расположен точки.

Если же использовать вычислительную модель алгебраиче­
ские решающие деревья, то нижние оценки п log п можно полу­
чить для многих задач так называемой вычислительной геомет­
рии (см. об этом книгу [55]), в частности для задачи поиска одной 
пары ближайших соседей, задачи поиска всех пар ближайших 
соседей, задачи построения минимального дерева, стягивающе­
го данные точки (таким деревом для данных п точек является 
связная система п — 1 отрезков с концами в данных точках, т.е. 
такая, что по этим отрезкам можно пройти из любой точки в 
любую другую).

Действительно, если п разных точек лежат на прямой, то 
решив задачу о минимальном дереве для них мы получим моно­
тонное упорядочение этих точек, а это дает нижнюю оценку по 
порядку п log п. Если же п не обязательно разных точек лежат на 
прямой, то решив задачу о ближайшей паре, мы узнаем, есть ли 
среди данных точек совпадающие, или нет (совпадающие точки 
дают очевидно ближайшую пару). Задача же проверки данных 
п чисел на предмет равенства каких-то из них в модели алгебра­
ических деревьев решений решается со сложностью не меньше 
по порядку п log п (см. [55]).

Существенно более сложно доказывается, что для задач о 
ближайших соседях, задачи о минимальном дереве, задачи о три­
ангуляции решаются со сложностью 0 (п  log п) (см. [55]). Для 
этого используются, например, такие понятия как диаграмма 
Вороного4 и триангуляция Делоне5. Эти два понятия тесно свя­
заны друг с другом (триангуляция Делоне является двойствен­
ным графом к диаграмме Вороного) и оба строятся со сложно­

4Г.Ф. Вороной (1868-1908) выдающийся русский (или украинский, как 
сейчас пишут в Украине, хотя он даже свой личный дневник писал по- 
русски) математик

5Б.Н. Делоне (1890-1980) выдающийся советский математик.
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стью О (n logn). Исходя из триангуляции Делоне можно постро­
ить минимальное дерево даже со сложностью 0 (п) (известно, 
что минимальное стягивающее дерево в произвольном графе с е 
ребрами, которым сопоставлены числа, можно найти со сложно­
стью O (eloge) и со сложностью, меньшей е найти нельзя). Исхо­
дя из диаграммы Вороного для данных п точек поиск ближай­
шего соседа О (logn) при использованном объеме памяти О(п), 
а построить выпуклую оболочку этих точек можно построить 
со сложностью 0 (п ) . Более сложной оказывается упоминавшая­
ся выше задача построения триангуляции внутренности простого 
п—угольника (потому, что на триангуляцию наложено некоторое 
ограничение), но она все равно решается в [55] со сложностью 
0 (n logn).

Для темы нашей книги видимо более интересной является 
следующая задача.

& 3 0 3 * . Построить выпуклую оболочку п  точек со сложностью 
0 (п logn).

Указание. Известны разные алгоритмы для этой задачи. Да­
лее будет кратко изложен алгоритм Грехэма-Эндрю. Спроекти­
руем перпендикулярно точки на произвольную прямую и выбрав 
крайние проекции, получим два перпендикуляра, являющиеся 
параллельными опорными прямыми для искомой выпуклой обо­
лочки. Сложность этого построения равна О(п). Пусть А ,В  — 
точки выпуклой оболочки, лежащие на этих прямых. Проведем 
через них прямую. Она разбивает наше множество (и его выпук­
лую оболочку) на два подмножества (выпуклыми оболочками ко­
торых являются указанные части искомой выпуклой оболочки). 
Достаточно построить их выпуклые оболочки по отдельности, 
и их очевидное объединение будет искомой выпуклой оболоч­
кой данного множества. Рассмотрим любое из указанных под­
множеств p i , . . .  ,рт, пг < п. Они выделяется «бесплатно», если 
мы используем модель геометрических построений, или со слож­
ностью 0 (п )  в вычислительной модели. Упорядочим этим т  то­
чек в порядке расположения их указанных проекций. В модели 
геометрических построений это тоже «бесплатно», а в вычисли-
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тельной модели указанное упорядочение выполняется со слож­
ностью 0 (п logп) любым хорошим алгоритмом сортировки (см., 
например, [2]). Просматривая точки в указанном порядке, уда­
ляем каждую точку pi, если она лежит с той же стороны от 
отрезка рг- \ ,р ^ \ ,  что и отрезок А, В (т.е. если точка pi наруша­
ет выпуклость ломаной А =  р \ , .. .pi+Д, а потом делаем такую 
же проверку для точек pi+i,p t~ i,p i - 2  (потому что здесь могло 
возникнуть нарушение выпуклости, которого до удаления точки 
рг не было), и опять удаляем «плохую» точку и т.д. Так точки 
только удаляются, а выпуклая оболочка при этом не меняется, 
то этот алгоритм заканчивает работу не позднее, чем на т — 3- 
ем шаге. Сложность всего вычисления равна 0(п). Аналогично 
вычисляем выпуклую оболочку второго подмножества. В моде­
ли геометрических построений сложность всего алгоритма рав­
на 0 (п), но в вычислительной модели она равна 0 (п log п) из-за 
необходимости сортировки.

^ 3 0 4 . (Шеймос) Для вычислительной модели показать, что 
сложность алгоритма построения выпуклой оболочки не может 
быть меньше по порядку п log п.

Указание. Пусть Xi,i =  1 , . . . , п  — произвольный набор раз­
личных чисел и pi =  (xi,x?) — п точек на параболе у =  х2. При 
построении выпуклой оболочки этих точек они упорядочивают­
ся по величине абсциссы. Поэтому решается задача сортировки 
п чисел. А ее сложность по порядку не менее nlogn согласно 
задаче 302.

^ 3 0 5 * . Выпуклую оболочку объединения п—угольника и т —у- 
гольника можно построить с той же сложностью.

Указание. Использовать идею алгоритма Грехэма.
Как известно, выпуклый п—угольник есть результат пересе­

чения п— полуплоскостей (ограниченных прямыми, проходящи­
ми через его стороны).

^ 3 0 6 . (Шеймос) Для вычислительной модели показать, что 
сложность алгоритма построения пересечения п полуплоскостей 
не может быть меньше по порядку п log п.
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Указание. Берем те же точки на той же параболе, что и в 
указании к задаче 304 и через каждую из них проводим каса­
тельную к параболе. Эти касательные определяют полуплоско­
сти, содержащие параболу. Их пересечение есть многоугольная 
выпуклая бесконечная область, содержащая ту же параболу. Ес­
ли мы построим эту область, то можно будет считать числа ж» 
в отсортированном порядке. Поэтому, как и в задаче 304, слож­
ность построения не меньше по порядку п  log п.

& 3 0 7 .  Докажите, что пересечение выпуклых гг—угольника и 
тп—угольника есть выпуклый к—угольник, где к < п  +  т

Указание. Пересечение их образовано пересечением п+тп по­
луплоскостей.

& 308**. (Шеймос, Хоуи) Докажите, что пересечение выпуклых 
гг—угольника и тп—угольника можно построить со сложностью 
0 {п +  тп).

^ 3 0 9 * . Докажите, что задачу построения пересечения п  полу­
плоскостей можно решить со сложностью О (п log п).

Указание. Допустим, что мы построили пересечение первых 
[гг/2J полуплоскостей со сложностью Т ( [п /2J) и получили к—у- 
гольник, к < \п /2J, и аналогично построили пересечение осталь­
ных [п/2] полуплоскостей со сложностью Т ([п /2]) и получили 
т —угольник, тп <  [гг/2]. Остается построить пересечение этих 
к— и тп—угольника согласно задаче 308 со сложностью О (к +  
тп) =  О(п), и получим пересечение всех п  полуплоскостей со 
сложностью Т (п ) <  Т ([п /2 \)  +  Т([п/2"|) +  0 (п ). Из этой рекур­
рентной оценки выводится, что Т (п ) =  O (nlogn).

^ 3 1 0 .  Для данного выпуклого п —угольника и любого заданного 
направления можно построить две опорные прямые, параллель­
ные этому направлению, со сложностью O (logn).

Указание. Вначале проведем прямую данного направления 
через любую из вершин, разбивающую п —угольник на две ча­
сти. Возможно, она сразу окажется опорной. В противном слу­
чае она разбивает п—угольник на две части (возможно, в одной
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из них только одна из его вершин). Пусть, например, справа от 
этой прямой оказались вершины р \ , . . . ,  рт (занумерованы в том 
же порядке, в каком они были в п—угольнике). Найдем среди 
них наиболее удаленную от этой прямой и через нее проведем 
параллельную ей прямую. Она и будет опорной справа. Анало­
гично строим опорную слева (если вообще это нужно). Чтобы 
найти наиболее удаленную вершину (их может быть две, тогда 
через них и проходит искомая опорная) используем двоичный 
поиск. Возьмем вершину со «средним» номером р\_т/ 2 \ и ДВУХ ее 
соседей слева и справа. Измерим расстояния от них до проведен­
ной прямой (опустим перпендикуляры или вычислим квадраты 
расстояний, чтобы не использовать квадратный корень). Если 
«средняя» вершина оказалась из них самой удаленной (или од­
ной из двух самых удаленных) от этой прямой, то в силу вы­
пуклости она и есть самая удаленная от этой прямой из всех т  
вершин. В противном случае, например, самой удаленной будет 
ее сосед P[m/2j+i- Тогда искать самую удаленную надо среди то­
чек Р[т / 2J+1) • • • iPm• Если же самой удаленной из этой тройки 
оказалась вершина P[m/2j-i» т0 самую удаленную из всех т  вер­
шин надо искать среди p i , . . .  ,р\т/2J -1- В обоих случаях область 
поисков сократилась вдвое. Далее к нужной области опять при­
меняем такой же прием «деления пополам» и т.д. Нужная вер­
шина будет найдена за О (log п) шагов.

^ 3 1 1 .  Задачу максимизации (минимизации) линейной функции 
от двух переменных с п линейными ограничениями (это дву­
мерная задача линейного программирования) можно решить со 
сложностью 0 {п log п).

Указание. Вначале строим пересечение заданных полуплос­
костей со сложностью 0 (п  log п) согласно задаче 309 и получаем 
выпуклый тп—угольник, т < п. Минимизация (максимизация) 
данной линейной функции на этом т —угольнике равносильна 
проведению опорной прямой, старшие коэффициенты которой 
определяются этой функцией. Сложность максимизации (мини­
мизации) поэтому согласно задаче 310 равна O(logn).
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Удивительно, что казалось бы более сложную задачу линей­
ного программирования Меджидцо и Дайер независимо решили 
со сложностью О(п). Дело в том, что им удалось сделать это, 
не строя явно выпуклый многоугольник, на котором максими­
зируется (минимизируется) линейная функция. Этот алгоритм 
(довольно сложный) можно найти в [55]. Они же показали, что 
и трехмерная задача линейного программирования решается со 
сложностью О(п). Меджидо также показал (см. [55]), модифици­
ровав свой алгоритм, что задача вычисления числа R  — радиуса 
наименьшего круга, покрывающего данные п точек, также мо­
жет быть решена со сложностью 0 (п ) Так как этот алгоритм 
сложен, предлагаем более простую задачу

^ 3 1 2 . Вычислить объемлющий радиус R  для данных п точек 
со сложностью 0 (п2) и памятью 0 (1).

Указание. Непосредственное применение задачи 26 дает ал­
горитм с оценкой 0 (п 3). Но можно вначале взять любую накры­
вающую данные точки окружность, потом уменьшить ее радиус 
так, чтобы на ней оказалась одна из данных точек, потом можно 
уменьшить радиус (и сдвинуть центр) так, чтобы на накрываю­
щей окружности оказалось две точки (все это делается со слож­
ностью О(п), если они образуют диаметр окружности, то все за­
кончено, в противном случае можно, уменьшал радиус и сдвигая 
центр построить накрывающую окружность с тремя точками на 
ней (опять со сложностью 0 (п)), и если бы этот треугольник был 
бы остроугольным, то это и была бы минимальная накрывающая 
окружность. Если же треугольник тупоугольный, то все данные 
точки, лежащие на окружности, содержатся на ее дуге меньшей 
половины окружности. Опять сдвигая центр и уменьшая ради­
ус, можно получить объемлющую окружность, на которой по­
явится еще минимум одна из данных точек, не лежащая на этой 
дуге, и т.д. На самом деле двигать окружности не надо, доста­
точно для соответствующих треугольников вычислять (строить) 
радиусы описанных окружностей и из них выбирать максимум 
с помощью известного алгоритма. Для вычисления изменений 
радиуса можно использовать формулу для радиуса описанного
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круга R  =  abc/As. Чтобы избежать вычисления корней, можно 
использовать формулу R 2 =  а2 Ъ2 с2 /1 6 S 2, а площадь треугольни­
ка вычислять как в задаче 300.

Общая же задача линейного программирования с п линей­
ными ограничениями решается пока только со сложностью n ° ^ \  
Наилучшие результаты в этом направлении получены Ю. Е. Нес­
теровым и их можно найти в [46]. Знаменитый же алгоритм 
симплекс-метода имеет только экспоненциальную оценку слож­
ности, причем показано на специально построенных примерах, 
что ее нельзя заменить на полиномиальную. Однако на практи­
ке различные его модификации по-прежнему остаются наиболее 
быстрыми.

Рассмотрим теперь задачу вычисления диаметра у данной то­
чечной совокупности.

^ 3 1 3 .  Найти все диаметры п —точечного множества со сложно­
стью O (nlogn).

Указание. Сначала вычислим выпуклую оболочку со слож­
ностью 0 (п  log п). Задачу достаточно решить для нее. Пусть она 
будет т —угольником. Проведем через одну точку все прямые, 
параллельные его сторонам. Они образуют т  углов с общей вер­
шиной. Проведем биссектрисы этих углов. Все это требует слож­
ности 0(тп) =  0 (п )  в любой из моделей вычисления. Для каж­
дой из этих биссектрис построим пару параллельных ей опор­
ных прямых со сложностью O(logm ). На них лежит только по 
одной вершине тп—угольника. Эти вершины образуют отрезок. 
Нужный нам диаметры находятся среди этих отрезков. Действи­
тельно, пусть есть какой-то диаметр. Проведем через его концы 
перпендикуляры. Согласно задаче 22 они являются опорными 
прямыми и не содержат сторон многоугольника. Повернем их на 
минимальный возможный угол так, чтобы оба они стали парал­
лельны одной из построенных биссектрис. В силу минимально­
сти поворота обе полученные параллельные прямые по прежнему 
образуют опорную полосу для тп—угольника. Эта полоса появ­
лялась в нашем построении, значит один из построенных выше 
отрезков совпадает с данным диаметром, ч.т.д. Чтобы найти все
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диаметры, достаточно упорядочить построенные отрезки по ве­
личине. Это можно сделать со сложностью O (m logm ), причем 
найдем все диаметры, которых не больше т ,  как видно из про­
веденного рассуждения. Впрочем, можно найти все диаметры, 
сделав т  — 1 сравнений с помощью стандартного алгоритма по­
иска максимума.

^ 3 1 4 * . Вычислить диаметр у произвольного п —точечного мно­
жества по порядку менее чем за п  log п  невозможно.

Указание. Пусть даны два произвольных п —элементных мно­
жества положительных чисел А  == { a i , . . . ,  ап}, В  =  {&i,. , . ,  bn}. 
Известно (Рейнголд), что задача определения, есть ли у них об­
щее число, не может быть решена со сложностью по порядку 
меньше n logn . Рассмотрим единичную окружность и выберем 
на ней п  точек в первой квадрате, получающихся в пересечении 
с прямыми у  =  aiX, и аналогично п  точек в третьем квадранте, 
получающихся в пересечении с прямыми у  =  Ь{Х. Очевидно, что 
диаметр этого 2п-элементного множества равен 2 тогда и толь­
ко тогда, когда множества А  и В  пересекаются. Поэтому, если 
мы решили задачу о вычислении диаметра, то решим и задачу о 
сравнении числовых множеств. Тем не менее, в [55] доказано, что 
у выпуклого п —угольника и даже у простого не обязательно вы­
пуклого п—угольника все диаметры можно найти со сложностью 
О(п). Так как у правильного нечетноугольника число диаметров 
равно п, эта оценка неулучшаема.

Рассмотрим теперь задачу вычисления ширины выпуклого 
п —угольника.

^ 3 1 5 * . Найти ширину выпуклого п —угольника со сложностью 
0 (п log п).

Указание. Действовать аналогично решению задачи 313, но 
строить опорные полосы с краями, параллельными сторонам мно­
гоугольника. Отсюда следует, что число полос минимальной ши­
рины не больше п. Ширину можно найти со сложностью п — 1 
стандартным алгоритмом поиска минимума из п  чисел (и даже 
все полосы минимальной ширины). У правильного нечетноуголь-
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ника число опорных полос минимальной ширины в точности рав­
но числу вершин.

Можно предложить не очень простые алгоритмы, которые у 
данного выпуклого п—угольника находят диаметр и ширину со 
сложностью 0 (п ) (по поводу см. [55]).

Вычисление г — максимального радиуса вложенного в дан­
ный выпуклый п —угольник круга можно свести к максимиза­
ции на этом п—угольнике выпуклой вверх функции, являющей­
ся минимумом из п линейных функций. Последняя задача рав­
носильна построению выпуклого многогранника в трехмерном 
пространстве, ограниченного п +  1 плоскостью и максимизации 
на нем линейной функции. Трехмерная задача линейного про­
граммирования согласно [55] может быть решена со сложностью 
0 {п).

2.4 Симметризация по Минковскому
Для любых двух плоских множеств А и В  множество всех точек, 
являющихся серединами отрезков, у которых один конец принад­
лежит А, а другой В, обозначим (А + В ) /2 и назовем полусуммой 
этих множеств.

^ 3 1 6 . Докажите, что если множества подвергнуть параллель­
ному переносу, то и их полусумма подвергнется параллельному 
переносу.

^ 3 1 7 .  Докажите, что полусумма окружностей радиусов г; есть 
окружность радиуса (r i+ r2)/2 и аналогичное утверждение верно 
для кругов.

Указание. Примените задачу 316 и рассмотрите случай, когда 
окружности концентричны.

^ 3 1 8 . Докажите, что полусумма параллельных отрезков длины 
1{ есть параллельный им отрезок длины(Zi -М2) / 2.

Указание. Примените задачу 316 и рассмотрите случай, когда 
один отрезок содержит другой и оба имеют общий конец.
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^ 3 1 9 .  Докажите, что полусумма непараллельных отрезков дли­
ны li есть параллелограмм, со сторонами параллельными этим 
отрезкам, и имеющим длины h / 2 .

Указание. Примените задачу 316 и рассмотрите случай, когда 
один отрезки имеют общий конец.

^ 3 2 0 .  Докажите, что если множество Ai содержится во мно­
жестве Mi, i =  1, 2, то множество (А \ +  А ^)/2 содержится во 
множестве (Mi +  М 2 ) / 2 .

^ 3 2 1 .  Докажите, что полусумма выпуклых множеств является 
выпуклым множеством.

Указание. Примените задачи 320,318, 319.
Решения предшествующих задач этого раздела можно найти, 

например в [77, 16, 17].

^ 3 2 2 .  Докажите, что полусумма двух параллельных полос яв­
ляется полосой, ширина которой равна полусумме ширин данных 
полос, и которая параллельна этим полосам.

Указание. Примените задачи 320,318.

^ 3 2 3 .  (С.Петербург, 2012) Докажите, что для любых чисел 
х, у, таких, что х 2  +  у 2  <  1, найдутся числа Xi,yi, такие, что 
\xi\ <  1, м  < 1» Ы  +  Ш  < 1 , 2 х  =  Х \ +  Х2 , 2у =  Ух +  У2 .

Указание. Докажите, что полусумма квадрата и вписанного 
в него квадрата, вершины которого лежат в серединах сторон 
большего квадрата есть выписанный в больший квадрат равно­
угольный восьмиугольник, содержащий в себе круг, вписанный 
в больший квадрат.

<^324. Докажите, что если множество Ai имеет ширину bi, то 
ширина множества (Л1 +  Л г)/2 не меньше (Ь\ +  62)/2.

Указание. Рассмотрите полосу наименьшей ширины, содер­
жащую фигуру {А\ +  Л г)/2 и полосы с параллельными ей края­
ми, ограничивающие фигуры Л*. Примените задачи 320,322.
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& 3 2 5 . Докажите, что если множество А{ имеет внешний радиус 
Ri, то внешний радиус множества {А\ +  А 2 ) /2 не больше (R\ +  
Д2) / 2-

Указание. Примените задачи 320,317.

^ 3 2 6 . Докажите, что если множество Аг имеет внутренний ра­
диус Гг, то внутренний радиус множества (А\ +  Л2)/2  не меньше 
(п  +  г2) / 2.

Указание. Примените задачи 320,317.

^ 3 2 7 . Докажите, что если множество А{ имеет диаметр Di, то 
диаметр множества (А\ +  А?)/2  не больше (D\ +  1>2)/2. 

Указание. Примените задачи 319 или 22.

^ 3 2 8 * . Если два выпуклых многоугольника не имеют парал­
лельных сторон, то полусумма этих многоугольников есть мно­
гоугольник, стороны которого параллельны сторонам этих мно­
гоугольников и вдвое меньше их. Число сторон у полусуммы 
многоугольников равно общему количеству сторон у этих много­
угольников и периметр полусуммы равен полусумме периметров 
данных многоугольников.

Указание. Примените задачи 320,319, 321.

^ 3 2 9 * . Если два выпуклых многоугольника имеют параллель­
ные стороны, то полусумма этих многоугольников имеет сторо­
ну, параллельную этим сторонам, которая равна их полусумме. 
В общем случае число сторон у полусуммы многоугольников не 
больше общего количества сторон у этих многоугольников, но 
периметр полусуммы по прежнему равен полусумме периметров 
данных многоугольников.

Указание. Примените задачи 320,319, 318, 321.
Выберем на плоскости произвольную точку О и обозначим 

(—М ) множество, центрально-симметричное множеству М  от­
носительно точки О. Полусумму этих множеств обозначим М* 
и назовем симметризацией по Минковскому6 (для краткости в

6Герман Минковский — выдающийся немецкий математик 19 — 20 веков. 
Родился в польской части Российской империи.
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этом разделе будем писать просто симметризацией) множества 
М.

^ 3 3 0 .  Докажите, что симметризация множества не зависит от 
выбора точки О в том смысле, что при выборе другой точки но­
вая симметризация получается параллельным переносом старой. 

Указание. Примените 316.

^ 3 3 1 .  Докажите, что симметризация выпуклого множества — 
центрально-сим метричное выпуклое множество. Если множе­
ство центрально-симметрично, то симметризация его не изменя­
ет.

^ 3 3 2 .  Докажите, что при симметризации множества его внеш­
ний радиус R  не возрастает, а внутренний радиус г  не убывает. 

Указание. Примените задачи 325, 326.

^ 3 3 3 .  Докажите, что симметризацией треугольника является 
шестиугольник в полтора раза большей площади.

Указание. Примените задачу 328.

^ 3 3 4 .  Докажите, что симметризацией трапеции является ше­
стиугольник.

Указание. Примените задачу 329.

^ 3 3 5 .  Докажите, что симметризация выпуклого п- угольника 
является 2т-угольником, где т  <  п. Равенство возможно лишь 
когда п- угольник не содержит параллельных сторон.

Указание. Примените задачи 328, 329.

^ 3 3 6 .  Докажите, что при симметризации выпуклого выпуклого 
множества его его диаметр и ширина не меняются.

Указание. Примените задачи 324,327,318.

^ 3 3 7 .  Докажите, что при симметризации выпуклого п- уголь­
ника его периметр не меняется.

Указание. Примените задачи 328, 329.
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& 338*. Докажите, что при симметризации множества его внеш­
ний радиус R  уменьшается не более чем в 2 /л/З раза. Равенство 
достигается лишь когда во множество М  можно вписать пра­
вильный треугольник того же диаметра и внешняя окружность 
описана вокруг этого треугольника.

Указание. Применить теорему Юнга.

^ 3 3 9 * . Докажите, что при симметризации множества его внут­
ренний радиус г увеличивается не более чем в полтора раза. Ра­
венство достигается лишь для правильного треугольника. 

Указание. Применить теорему Бляшке.
Решения большинства задач этого раздела можно найти, на­

пример в [77, 16, 17, 21].

2.5 Изодиаметрические неравенства
Правое неравенство следующей теоремы было доказано в 1922 
г. немецким математиком К.Рейнхардтом [83]. Далее приводится 
более простое доказательство. Левое неравенство, по-видимому, 
было впервые указано в [21] (см. также [22]). Из [82] автор узнал, 
что в [78], вероятно не зная о [21, 22], также доказано неравен­
ство, связывающее периметр и ширину. По-видимому, доказа­
тельство [78] сложнее, чем [21].

Теорема 13 (Рейнхардт). Пустьр периметр, b ширина u d  диа­
метр выпуклого п-уголъника М. Тогда справедливы неравенства

7Г 7Г
2nb tg —  < р < 2nd sin — .

5 2п “  И ~ 2 п
Каждое из неравенств точное, если п ф 2к, к € N.

Доказательство. Пусть М* — симметризация Минковского 
n-угольника М, т.е.

М* (М +  ( - М) )  =  { ( х -  у)/2 : х , у Е  М} .

Тогда согласно задачам 335, 336, 337 множество М* есть цент­
рально-симметричный выпуклый 2т-угольник, где т < п, с те­
ми же периметром, диаметром и шириной что и у М.  Согласно



126 Глава 2. Неравенства для выпуклых фигур и тел

задаче 25 из центральной симметричности М* следует, что его 
внутренний радиус г* — 6/2 и внешний радиус R* =  d/2. Со­
гласно задаче 234 последовательность п tg ^ строго монотонно 
убывает, а последовательность п sin  ̂ строго монотонно возрас­
тает. Поэтому

2n6 tg — < 2mb tg — ■ =  4mr* tg < p <  4mR* sin =
6 n ~ 2 m 2 ~ 2 m

7Г 7Г
=  2 mdsin - — < 2nd sin — ,

2m 2n
причем равенства p  =  2nb tg ^ , P — 2nd sin ^  лишь тогда спра­
ведливы, когда М* есть правильный 2п-угольник.

Очевидно, для правильного n-угольника при нечетном п спра­
ведливы равенства р =  2n6tg ^  =  2nd sin а при четном п ни 
одно из них не верно. Однако при четном п, не равном степени 
двойки, указанные равенства могут достигаться.

Примеры n-угольников, для которых они достигаются, мож­
но построить следующим образом. Представим п произвольным 
образом в виде m(2k +  1). Очевидно, что если n =  2sщ , где по — 
нечетно, то число представлений в виде n =  т (2 к + 1) будет рав­
но т(по) — числу всех различных делителей числа по- Возьмем 
правильный 2к +  1-угольник с диаметром (наибольшей диагона­
лью) d и с центром в каждой его вершине построим круг радиуса 
d. Очевидно он будет проходить через концы противолежащей к 
данной вершине стороны 2к +  1-угольника, которая будет его 
хордой, отсекающей от него сегмент, соприкасающийся извне с 
2к +  1-угольником по этой стороне. Рассмотрим выпуклую фи­
гуру, являющуюся пересечением построенных кругов. Очевидно, 
она будет получатся объединением 2 к +  1-угольника с указанны­
ми сегментами. Назовем ее правильным 2к +  1-угольником Рело. 
Диаметром этой фигуры по прежнему будет d, а периметр будет 
равен сумме дуг построенных кругов, т.е. ird, так как сложив эти 
дуги вместе, получим половину окружности радиуса d. Ширина 
этой фигуры во всех направлениях одинакова и равна d. Поэто­
му данная фигура является примером фигуры постоянной шири­
ны. Впишем в нее п—угольник с равными сторонами так, чтобы 
среди его вершин содержались все вершины рассматриваемого
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2к +  1-угольника. Очевидно каждая из 2к +  1 упомянутых дуг 
при этом будет разбиваться на т  равных дужек, хорды которых 
будут сторонами рассматриваемого п—угольника. Диаметр его 
будет очевидно d , а ширина равна b =  dcos(7r/2п) — высоте рав­
нобедренного треугольника с ребром d и углом при вершине п/п. 
Тогда периметр, очевидно, равен 2ndsin(n/2n) =  26tg(7r/2n).

Следующая теорема тоже принадлежит К.Рейнхардту [83]. 
Здесь приводится более простое доказательство.

Теорема 14. Пусть р периметр, s 2  площадь и d диаметр вы­
пуклого п-уголъника М. Тогда справедливо неравенство

которое обращается в равенство только для правильных нечет- 
ноугольников.

Доказательство. Из неравенства Зенодора

которое очевидно обращается в равенство только когда оба нера­
венства обращаются в равенства. Но для второго из них это вер­
но только в случае правильного п— угольника, а для первого из 
них в этом случае равенство возможно лишь когда п нечетно.

и доказанного выше неравенства

7Гр <  2 nd sin —  
2 п

следует неравенство

^ 3 4 0 . Среди всех п—угольников (п не равно степени двух) с 
данной шириной найдите тот, кто имеет минимальную сумму 
квадратов сторон.
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Указание. Применить неравенство Коши. Ответ: любой экс­
тремальный п —угольник Рейнхардта.

^ 3 4 1 .  Решить предыдущую задачу для четырехугольников.

2.6 Экстремальные многоугольники 
Рейнхардта

В следующей теореме более подробно рассматривается случай 
обращения неравенств теоремы в равенства.

Теорема 15. Пусть R(n) есть число попарно не равных п-у- 
гольников Рейнхардта, т. е. таких, что выполнены равенства

1 ~ , 7Г
2 nbtg  —  =  р  =  2n d sin — .

6 2 п у  2 п

Тогда

(г) R (n) — О Ф=Ф- п =  2к, к € N;

для любого neN

(«) ^  Е  2п/тм™ ) -  дМ) < Щп) < ^  Е
2jm|n 2fm|n

для п  =  21рк, к, I € N, где р  >  2 — простое число,

(ш ) Л(п) =  ^  X )  2П/Ш(^(т ) -  /* М ) =
2fm|n

=  T^-(2n/pp +  2п/Р2 р(р  -  1) +  . . .  +  2п/Ркрк- 1(р -  1)) ~  2п/Рр/2щ

(iv ) R(n) =  1 -ф= ф- п =  р  или п — 2 р ,р  >  2 ,р  — простое.

Здесь (р(п) — функция Эйлера, р{п) — функция Мебиуса, 
т  | п — обозначение для отношения делимости натуральных 
чисел.
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Значение функции Эйлера <р{п) по определению равно числу 
правильных несократимых дробей со знаменателем п.

^ 3 4 2 . Докажите, что

ф(п) =  п( 1 -  1/ p i ) . . .  (1 -  1 /р к),

где р \ , . . .р к  — все различные простые делители п.
Функция Мебиуса определяется следующим образом

1, если т — 1,
О, если т  делится на квадрат простого

числа,
(—l ) fc, если т  есть произведение к различных 

простых чисел.

Пункт (ii) дает следующую геометрическую характеризацию 
простых чисел: нечетное число п является простым если и только 
если R(n) =  1, т.е. если существует единственный п-угольник 
Рейнхардта. Аналогично получается и вторая характеризация: 
нечетное число п является простым если и только если R(2n) =  
1, т.е. если существует единственный 2п-угольник Рейнхардта.

Доказательство. Пусть М  такой n-угольник, что М* — пра­
вильный 2п-угольник. Ориентируем все стороны многоугольни­
ка М* в одном направлении и сопоставим им вектора, изобража­
ющие комплексные корни 2п-й степени из единицы

где £ =  ехр Ясно, что — е1 =  еп+г. Тогда сторонам п-угольника 
М  однозначно сопоставляется п—элементное множество, также 
обозначаемое М, лежащее в группе корней из единицы =  
{1,£, . . .  ,е2”-1 }. Если расположить вектора этого множества в 
определенном порядке так, чтобы начало очередного вектора 
вектора совпало с концом предыдущего, то они будут ограничи­
вать n-угольник, подобный n-угольнику М. Если расположить 
вектора аналогичным образом, но в противоположном порядке,

д(п) =  <
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получится многоугольник, симметричный предыдущему относи­
тельно некоторой прямой. Естественно, центрально-симметрич­
ному многоугольнику (—М ) соответствует множество (—М ) та­
кое, что М  П (—М ) =  0. Ясно, что условия М  П (—М ) =  0 и 
М  U (—М ) =  W2n равносильны. Они равносильны также то­
му, что в каждой паре противоположных векторов {ег, —е1}  один 
принадлежит М , а другой принадлежит — М . Также очевидно, 
что

так как сумма векторов, в которые превращаются ориентирован­
ные в одном направлении стороны многоугольника, равна нулю. 
Расположение векторов в любом другом порядке, хотя и имеет 
всегда сумму равную нулю, приводит к невыпуклому или само- 
пересекающемуся многоугольнику.

Обозначим через Ап множество

(здесь и далее \М\ обозначает число элементов во множестве М.)
Так как из каждой пары {ег, —е1} только один элемент при­

надлежит М, то \Ап | равно 2п. Обозначим через А* подмноже­
ство А„, состоящее из таких множеств М, для которых сумма 
входящих в них векторов равна нулю. Обозначим Ап?т подмно­
жество

где группа A u tM  — {w  : w  € W 2 n, M  — M w }. С геометрической 
точки зрения A ut М  есть группа вращений, переводящих мно­
жество М  в себя. Если |Aut М \ =  т, то т  \ 2п (здесь и далее 
а | b означает, что а делит Ь, а а |  Ь означает, что а не делит Ъ) и 
эта группа

ег£М

{М  : М  С W2n, \м \ =  n, М  n  ( - М )  =  0}

{М  : М  6 Ап, |A ut М | =  т },

Aut М  =  {1, £^ / т )£ы / т , . . . ,  e2n~2n/m} )

т.е. состоит из поворотов на углы 2 ктт/т, к =  0, . . . ,  m — 1 (пово­
рот на нулевой угол — это тождественное преобразование). Так
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как множество М  G Ап<т, т >  1 переходит в себя при нетриви­
альном повороте вокруг начала координат, то сумма его векто­
ров равна нулю, иначе бы она изменялась при этом повороте. Ал­
гебраическое доказательство этого также умещается в несколько 
строк. Действительно, если М  € Ащт,т  >  1, х G Aut М, х ф 1, 
тогда

J 2 £t = x£l =  x  5Z £l = x  £l>
£‘ 6 Л / хег£М хег£М  г’ е М

следовательно

(1 - ж) ^2 £% = о, £t = °!
е’ем  e'GM

поэтому

Е£, = 0
еге м

и М € А*. Значит АП]Пг содержится в А*, т.е. Ап>т можно было 
определить равенством

{ М : М е  A*n,\Aut М\ =  т }.

Если т  четное число, то —1 =  £(‘2п/т)(т/2) g Aut М, т.е. ука­
занная группа содержит поворот на 180 градусов (центральную 
симметрию), поэтому в этому случае —М  = М. Но по условию 
это невозможно, так как М  П (—М) =  0 для М  € Ап>т, следова­
тельно Ап>т =  0 при четных ш.

Если же т  нечетно, делит п и М  € АП|Ш то рассмотрим под­
множество

Мт -  М П {1,б,е2, . . .

Ясно, что

( ть \  2 ть
м т Н---- ) mod — , Mm П ( - M ) m =  0,

тпУ m
ведь

£2П/тМ -  М, £п/тМ = £n/m̂ £2n/m^m-l)/2M = _ М_
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Удобно вместо множества

Мт =  {ek\ . . . , e kn/m}

рассматривать множество Мт =  {emfel, . . . ,  } С И^п/щ.
Тогда

|Afjri| — п /т , Мт П ( М )̂т — |Дп4 A/^l — 1, 

ведь из условия |Aut Мт\ =  k >  1 следовало бы, что

| Aut М  | =  т к > т

в противоречии с условием М  € Апт . Поэтому Мт 6 А :» 
Указанное выше отображение М  «-► М т взаимно однозначно, 
поэтому справедливо равенство

Следовательно

\АП!т Ал. Д •

|Аг| — |^4п,т| — Игг,т| — [-^ ,̂1 »
2-fm|n т\по т\по

где По максимальный нечетный делитель п, т.е. п =  hq2 s, s =
0, 1, . . . .

Если положить f k =  \Акп/по\ =  (2к)п/п°,д к =  \Акп/ПоЛ\,к  е  N, 
то для нечетных к получим, что

fk l-̂ fcn/nol Е
т\к

А fen/riQ
,1 — ^  ] 9 к /г

т\к

Далее нам понадобится следующая лемма о преобразовании 
Мебиуса.

Л ем м а 1. Пусть числовая последовательность { /„ }  выража­
ется через последовательность {дп} формулами

/» = Е 9т-
т\п
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Тогда последовательность {дп} может быть выражена через 
последовательность { f n} формулами

9п =  ^ д ( п / т ) / т . 
т\п

Перед тем, как доказать лемму, заметим, что справедливо 
равенство

<5(п) = ]Г р (т ) ,
т\п

где 5(п) =  0 при п >  1 и 5(1) =  1.
Действительно, если п имеет различные простые делители рг, 

i — 1, . . . ,  к то оставляя в сумме только ненулевые слагаемые, и 
применяя в конце формулу бинома, имеем

^  р(р^  ...P k k) =
т\п а,=0,1

к

=  £  c r ( - i ) m =  (1 -  1Г  =  о.
т=0

Для доказательства леммы достаточно индукцией по п убедит­
ся в однозначности восстановления последовательности {дп} и 
проверить, что

=  K ™ / k ) f k  =  fn-
m|n m\n fc|m

Обозначая т /к  через d, и меняя порядок суммирования в двой­
ной сумме, согласно доказанному выше равенству имеем

/*(<*) =  ' 5 2 f k s (n / k ) =  fn ,
к\п d\n/k к\п

что и доказывает лемму.

^ 3 4 3 . Докажите равенство

Ф(п) =  ^ 2 p (d )n /d .
d\n
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Применяя преобразование Мебиуса, имеем 

9k =  ]T>(m )A /m  = 5 > ( т ) ( 2 ‘ /"Г /"«  =  £> (т)2 *» /< ”“ «>
т |/с  т\к т\к

для нечетных /с, следовательно

IAm I =  9п„ =  £  2” /"V(m).
m|no

Любопытно, что если п нечетно, то

т\п

равно числу неприводимых двоичных многочленов степени п 
(формулу для их числа см. в [36]). Известна также связь этого 
числа с количеством непериодических двухцветных ожерелий из 
п бусинок. Произвольное двухцветное ожерелье из п  бусинок на­
зовем n/fc-периодическим, если его можно разрезать на к одина­
ковых подвесок. Ожерелья, которые не являются fc-периодичес- 
кими ни при каком к, назовем непериодическими и их количество 
обозначим 1 п (ожерелья, получающиеся друг из друга вращени­
ем в их плоскости, считаем одинаковыми). Очевидно, что число 
ожерелий с минимальным периодом к равно Ik- Разрезая разны­
ми способами каждое из таких ожерелий, получаем к различных 
двухцветных ориентированных подвесок. Общее количество под­
весок, полученных из всех ожерелий, равно с одной стороны

d|n

а с другой стороны равно 2П. Поэтому по формуле Мебиуса

/„  =  i y ' 2"/"V(m).71
т\п

Это число очевидно равно \Ап^ \/п  при нечетных п.
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Если для некоторого w Е W%n и двух n-элементных множеств 
М \,М  Е Ап справедливо равенство М\ =  M w  в группе W2 n, то 
эти множества назовем эквивалентными. Другими словами, два 
множества М  и Mi эквивалентны, если одно из них множеств 
получается поворотом из другого множества. В частности, М  и 
—М  эквивалентны. Очевидно, что если М  Е Ап>т, и М\ экви­
валентно , то Mi Е АП)Ш, поэтому множество Ап>гп распадается 
на непересекающиеся классы эквивалентности. Если М  Е Ап т̂, 
то число различных множеств, которые можно получить поворо­
тами множества М, равно 2n/т . Значит, в каждом классе 2п/т  
множеств и поэтому число классов эквивалентности в An>m равно 
|An!m|m/2n. Геометрически любое разбиение W2 n на пару мно­
жеств М и - М  можно представить в виде ожерелья из равного 
количества черных и белых бусинок, в котором при повороте на 
180 градусов меняются цвета всех бусинок. Если М  Е АП)Ш, то 
это ожерелье будет 2п/т.-периодическим. Эквивалентным мно­
жествам соответствуют ожерелья, получающиеся друг из вра­
щениями. Если такие ожерелья считать одинаковыми, то каждо­
му классу эквивалентности соответствует одно ожерелье и число 
классов эквивалентности равно числу различных ожерелий. Ес­
ли множества М  и Mi эквивалентны, то соответствующие им 
многоугольники Рейнхардта, получаются друг из друга поворо­
тами, т.е. равны. Очевидно, что не эквивалентным множествам 
соответствуют не равные друг другу многоугольники Рейнхард­
та.

Ясно, что существует множество М  Е Апд со свойством
53 £* Ф 0 (например, множество {1, е , . . . ,  еп_1}). Поэтому 

егеМ

R(ri) < 5  ' |АП)Т
m |n o

. т 
2п = Е

т\по

А 1
т 
2 п

_1_
2п ^ 2  т  ]С

ш|по fc|^

так как n/т  =  2апо/т. Меняя порядок суммирования и подстав­
ляя k =  1/т , имеем

а д  < ^ E 2”/!E™ ^m ) = h
l\no m\l l\no
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так как
J ~ 2 т ц (1 /т ) =  <р(1).
т \1

Так как разным ожерельям соответствуют разные п —угольники 
Рейнхардта, то

R (n )>  ] Г  1А г , т |^ =  Y 1  А̂п'т^Ъ1 ~ =
1<7?г|гго т\по

= ^ Е 2”7'^ )  - МО) = Т Е  2"/m(¥>(m) - Mm))
i|no 2{m|n

и соотношения (и) доказаны.
Заметим, что при нечетном п

Е  Е
l<m|no 1<т|га

равна половине числа всех периодических двухцветных ожере­
лий из п бусинок.

Пусть п =  2spk, s ,k  =  0 , 1 , . . . ,  где р  простое число, М  е  Ап и

Е  = °-
ег€ М

Подставляя —ег~п вместо ег при г >  п  в предыдущее равенство, 
имеем

П— 1
«г£г =  О,

i=О
где о;г =  ±1, г =  0 , . . . ,  п — 1. При этом ясно, что

an = 1 •<=*■ е* е М, Qf =  -1  ег е (-М ).

П—1
Р (е) =  ^ ° ч х \

*=о

Пусть
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и / 2п есть полином деления круга (определение и свойства см. 
в [36]). Тогда Р(е) =  0, и так как f 2n минимальный полином 
для е, то согласно свойству минимальных полиномов он будет 
делителем полинома Р(х). Если р — 2, то п  =  21, следовательно 
f 2n =  хп +  1 и поэтому f 2 n(x) не может делить Р(х), так как 
степень Р (х ) меньше п. Следовательно, R(n) =  0 и равенство (г) 
доказано.

Рассмотрим случай р >  2, п =  2spk. Для круговых полиномов 
известны соотношения

/ р(ж) =  1  +  х +  . . .  +  хр f 2 p(x) =  f p( - x )  =  l - x  +  x2- . . .  +  xp

Ш  =  (*»?■■ r i - - )  ,

где п =  pri .. .pg*. Из них следует, что

/ 2п =  1 -  хп1 р +  х2п/р - . . .  +  хп^ р\ п  =  2  У .

Так как

Р(х)
hn(x)

где сц — целые числа, то

р-1
~  ^ , W i,  

i=О

Р{х) =  f 2 n (x ) -p ? K  =  f 2 n(x) ^  W i  =
7" 1 n 1

P XP-1

/ 2n(z) i= 0 i=0 j=0

Отсюда следует, что последовательность c*i антипериодична с пе­
риодом n /р, т.е. «г+n/p =  —а г» г =  0 , . . . ,  п — 1 — п/р. Так как

а* =  1 ^  е* 6 М, =  - 1  ei € ( - М ) ,

то
е1+р е  (—М),  г =  О,. . . ,  п — 1 — п/р,

; I 2п .
следовательно е* € М  е р € М , г =  0 , . . . ,  2п — 1, ведь ег+п =
—ег. Поэтому е2п/Р е  М , \Aut М\ >  1, значит М  0  Лпд и 
множество Апд пусто. Следовательно,

R(n)= Y .  ^  Е  ^ /тМ т )  -  р(го))
Kmjno 2fro|n
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и равенство (ш ) доказано. В частности, R (n ) =  1, если п =  р  
или п =  2р, где р  > 2 — простое число. Если п =  2ap, s >  2, тогда 
согласно (Ш)

R (п) =  ~  2n/m(<p(m) -  р(т )) =  -^2п/р{р(р) -  ц(р)) =
2{тп|п

22S =  г2' - 5- 1 >  2,
2S+1

так как 2s >  s +  2 для s >  2 .
Если 1 <  р <  \fn делит п, то для п >  4

R ы > ^ 2 2п / т Ы т ) -  К т )) > -  /*(?))=
2^т\п

=  J - 2п/р(р -  1 +  1) =  -^-2 п/р > 2 ^ ' 1/ у/п  >  1,
juTt Z77/

так как 2х/ж возрастающая функция при т >  2, и 2у/п > 2-у/п 
при п >  4. Следовательно, i?(n) =  1 только когда п простое 
число, и пункт (iv) доказан.

Доказанная теорема дает примеры многоугольников Рейн­
хардта, которые нельзя получить из правильных 2 k +  1— уголь­
ников Рело. Это очевидно при сравнении полученных нижних 
оценок для R (n ) и оценки т(по) числа n-угольников Рейнхардта- 
Рело. Если п не равно ни степени двойки, ни простому, ни удво­
енному простому числу, то из доказанных неравенств следует 
асимптотическое неравенство 2п/рр /2п  <  R(n), где р- минималь­
ный нечетный простой делитель п. Из него следует, что т(щ) <  
т(п) <  2у/п <  2 ^ ~ l /y /n  <  R(n), т.е R(n) в рассматриваемых 
случаях растет существенно быстрее т(п). Минимальное значе­
ние п, при котором R(n) >  т(по), равно 15. В этом случае

Д(15) >
253 +  235 +  2(2 ■ 4 -  1 

30
5.

Из 5 этих 15- угольников один правильный и еще два нам уже 
известны как 15-угольники Рейнхардта-Рело, один из которых
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Рис. 2.1: 5-периодическое ожерелье для 15-угольника Рейнхардта

строится на базе 5—угольника, а другой — на базе треугольни­
ка Рело. Покажем для примера, как описанный в доказатель­
стве метод позволяет построить еще два многоугольника Рейн­
хардта с нетривиальной группой вращений. Вначале рассмотрим 
случай когда эта группа содержит 15 вращений. Тогда очевидно 
существует только правильный 15—угольник Рейнхардта. Если 
группа содержит 5 вращений, то соответствующее множество М  
может иметь только вид

( 1,
2 6̂ 7 ,8 ,12 ,13 ,14 ,18 ,19 ,20 ,24 ,25 ,26 т.

S

и соответствует 5-периодическому ожерелью, изображенному на 
рис. 2.1. В рассматриваемом случае 15—угольник можно постро­
ить на базе пятиугольника Рело.

Если группа содержит 3 вращения, то множество М  может 
совпадать с множеством

{ 1,е,е:2 ,3 ,4 ,10 ,11 ,12 ,13 ,14 ,20 ,21 ,22 ,23 ,24 \ ,е ,е ,е ,е ,е ,е ,6 ,б ,б ,е ,е }

которое соответствует 3-периодическому ожерелью, изображен­
ному на рис. 2.2. В этом случае 15—угольник можно построить на 
базе треугольника Рело. Однако множество М  можно выбрать
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Рис. 2.2: 3-периодическое ожерелье для 15-угольника Рейнхардта

еще двумя способами. Один из них соответствует множеству

/1 , ,2 4 8 ДО ,11 ,12 ,14 ,18 ,20 ,21 ,22 ,24 ,28т.€,6 ,6 , 6  , 6 , 6 , 6 , 6 , 6 , 6 , 6 , 6 , 6 J-,
которое изображается З-периодическим ожерельем на рис. 2.3. 
Соответствующий пятнадцатиугольник Рейнхардта изображен на 
рис. 2.4. Во втором случае в качестве М  выбирается множество

3 ,4 ,7 ,10 ,11 ,13 ,14 ,17 ,20 ,21 ,23 ,24 ,27\{ 1, 6, 6̂ ,64, 67, 610,6 ,е ,е ,е ,е ),

которое изображается З-периодическим ожерельем на рис. 2.5. 
Соответствующий пятнадцатиугольник Рейнхардта изображен на 
рис. 2.6.

Недавно в [82], по-видимому, независимо от [21, 22] исследо­
ван вопрос о числе экстремальных многоугольников Рейнхард­
та с точностью до поворотов и осевых симметрий. Число таких 
п —угольников, обладающих, как и в наших рассмотрениях вы­
ше, свойством периодичности, в [82] обозначено Ео(п), а общее 
число всех таких п — угольников (в том числе и не обладающих 
свойством периодичности) обозначено Е(п). Выше было факти­
чески показано, что

Е(п) =  0 п =  2 к, к € N,



2.6. Экстремальные многоугольники Рейнхардта 141

О •  °  О
О

О

О
О •

• •
о •
о о
о •

о

о
о

о

Рис. 2.3: Еще одно 3-периодическое ожерелье для 15-угольника 
Рейнхардта

Рис. 2.4: Пятнадцатиугольник Рейнхардта
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Рис. 2.5: Третье 3-периодическое ожерелье для 15-угольника 
Рейнхардта

Рис. 2.6: Другой пятнадцатиугольник Рейнхардта
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Е(п) =  1 п =  р  или п — 2р,р >  2,р  — простое. 

В [82] (в дополнение к теореме 13) доказана 

Теорема 16. Для любого п е  N, п ф 2к,

Ео (п) =  ( - M ) D { n /d ) ,
\<d={2k+\)\n

где
D(m) =  2L(^-3)/2J +  1 -  ] Г  2m/d<p(d),

2\d\m

в частности, если p — минимальный простой нечетный дели­
тель п, то

а д  ~  £ 2"/”,

для п =  21рк, к,1 €. N, где р > 2 — простое число,

Е(п) р_
4 п Е

2И *

тг
2  mPip(m).

Кроме того, в [82] путем исчерпывающего машинного поиска 
найдены некоторые непериодические (названные в [82] споради­
ческими) экстремальные п—угольники Рейнхардта. Минималь­
ное п, при котором они существуют, равно 30, и таких споради­
ческих 30—угольников ровно 3.

Укажем для примера один из них. Чтобы его найти, согласно 
рассуждениям из доказательства теоремы 15, достаточно най­
ти множество М  С  W6o =  {1 ,6, . . . ,  б5 9 } ,  б60 =  1, состоящее из 
30 векторов, выбранных среди 60 векторов с началом в начале 
координат, концы которых образуют правильный 60—угольник, 
таким образом, чтобы среди выбранных 30 векторов не было по­
парно противоположных, и их сумма была равна нулю, причем 
это множество должно порождать непериодическое ожерелье. В 
качестве такого непериодического множества можно взять (см. 
рис. 2.7)

{ 1 , б ,  б2 , б3 , б4 , б 5 , б6 , -б 8 - б 9 с , с  , ДО Д1 -12 ДЗ- с * *  - € "  - е14 б 15с , с , с , с , с ,
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16 ,17 ,18 ,19 20 21 ,22 ,23 ,24 ,25 ,26 ,27 ,28 ,29 \“  ,6 , — 6 ,е , —е ,е , е , е ,е , —е , б }-6  ,6 , е ,

(в этой записи использовалось тождество е1 =  —е 
i  =  0 , . . . ,  29) и проверить, что

30+г

1 + е + €2 + еЗ + е4 + е5 + е6_е7 _ б8_е9_е10_611_€12 + 613_е14 + е15_

_ е16 + 61Т + 618 _ ,19 + ,20 _,,21 + ,22 _ 623 + ,24 + ,25 + ,26 + ,27_

- 628 +  e29 =  ()i

* 0* 0#0

о
•
о
о
о
о
о

о
•
о

о

1 О •  о • О 1

Рис. 2.7: Непериодическое ожерелье для 30-угольника
Рейнхардта

Непосредственно это сделать затруднительно, но можно непо­
средственно проверить, что

(ж13 „12 2Ж10 -f х 9  — X8  — х 7  +  ж6 +  ж5 +  ж4 +  X +  !)•ж

•(1 +  ж2 — ж6 — ж8 — ж10 +  ж14 +  ж16) =

=  1 + ж + ж 2+ ж 3+ ж 4 + ж 5+ ж 6 —ж 7— ж8 — ж9— ж 10- ж и — ж 12+ ж 13—ж 14+  

+ ж15 _  ж16 +  ж !7  +  ж !8  -  ж !9  +  Ж20 -  Ж21 +  Ж22 -  Ж23 +  Ж24 +  Ж25 +  Ж26+
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+ж2 7 _ а,28+ ж 29)

и заметить, что 1 +  е2 — е6 — е8 — е10 +  е14 +  е16 =  0, так как 

О =  (е30 +  1)(е2 +  1) =  (е6 +  1)(е10 +  1)(1 +  е2- е 6- е 8- е 10 +  е14 +  е16),

е6 +  1 / 0 , б 1О +  1 ^ 0 .

Непериодический 30-угольник Рейнхардта, соответствующий 
ожерелью рис. 2.7, изображен на рис. 2.8. Кроме сторон, на нем 
показаны также его диаметры.

Рис. 2.8: Непериодический 30-угольник Рейнхардта, соответству­
ющий ожерелью рис. 2.7

Следующее значение п, при котором спорадические п —уголь­
ники Рейнхардта существуют, равно 42, и их ровно 9. Для поиска 
спорадических п —угольников в [82] использовался метод, указан­
ный в [83], а именно искались « непериодические» многочлены 
с нечетным числом одночленов, единичным свободным членом, 
коэффициентами 0, ±1 и степени, меньшей п, нацело делящие­
ся на круговой многочлен /чп. Используя подход, указанный в 
теореме 15, с той же целью можно искать «непериодические» 
многочлены степени п — 1 с коэффициентами ± 1, делящиеся на 
/гп, как это было показано выше.
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В [82] дана таблица чисел спорадических п —угольников до 
п =  286 и высказана гипотеза, что их не существует при п, рав­
ном произведению двух простых нечетных чисел. Эта гипотеза 
впоследствии была доказана в [81]. Также в [81] было доказа­
но существование спорадических п —угольников Рейнхардта при 
любом п  =  pqr , где p ,q  — различные простые нечетные числа, 
а г >  2 — произвольное число. Тот факт, что спорадических 
гг—угольников Рейнхардта не существует при п =  2kpl, где р — 
нечетное простое, фактически доказан выше в теореме 15.

2.7 Изопериметрические неравенства 
для выпуклых фигур

После многочисленных задач, касающихся различных изопери- 
метрических свойств выпуклых гг—угольников, было бы непо­
следовательно не коснутся аналогичных свойств для произволь­
ных выпуклых фигур. К сожалению эта красивая тема не совсем 
элементарна уже потому, что в ней задействовано не совсем эле­
ментарное понятие площади произвольной выпуклой фигуры и 
длины ее границы. Далее мы попытаемся, не вдаваясь в тонко­
сти теории измерения площади и длины произвольных фигур и 
кривых линий, дать читателю представление о некоторых инте­
ресных фактах из теории изопериметрии.

Начнем с замечания о том, что изопериметрические неравен­
ства можно вывести из соответствующих неравенств для много­
угольников с помощью предельного перехода и, например, сле­
дующей теоремы.

Т еорем а 17. Произвольную ограниченную выпуклую фигуру 
можно заключить меж ду сколь угодно тесно расположенны­
ми подобными выпуклыми многоугольниками (т.е. для любого 
выпуклой фигуры М  и любого е, 0 <  е <  1, можно найти со­
держащий М  выпуклый многоугольник V, такой, что подобный 
ему с коэффициентом 1 — е будет содержаться в М.

Полезной в таких рассуждениях также является следующая
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Теорема 18 (Бляшке ). Если последовательность N —угольни­
ков Мп =  Р " . . .  Р]у равномерно ограничена (например, все они 
лежат в одном и том же квадрате К ,)  то из нее можно вы­
брать подпоследовательность Qk =  МП(с, такую, что суще­
ствует предельный т —угольник М, у которого т < N, и для 
любого е >  0 найдется такое число L, что для любого к > L 
каждая точка границы фигуры Qk удалена не более чем на е от 
какой-то (например ближайшей к ней) граничной точки фигу­
ры М  и наоборот, любая точка границы М  удалена не более чем 
на е от некоторой граничной точки фигуры Qk-

Теорема Бляшке может быть доказана и для равномерно огра­
ниченной последовательности выпуклых фигур.

Доказательство теоремы, как видно уже по формулировке, 
существенно использует строгую теорию пределов, и поэтому 
здесь не приводится. Желающие с ним ознакомится читатели 
адресуются к [77, 9].

^ 3 4 4 . Докажите, что предел последовательности выпуклых 
N —угольников является выпуклым т —угольником, у которого 
т < N.

^ 3 4 5 . Докажите, что периметр предельной фигуры является 
пределом периметров p(Qk), а площадь является пределом пло­
щадей s(Qk).

Следующую теорему можно вывести из ее варианта для вы­
пуклых п—угольников (теорема 11), но можно доказать и непо­
средственно, однако это доказательство непросто. Тот, кто им 
заинтересуется, может прочитать его в [69, 73]. Напомним, что 
здесь Р  — это полупериметр.

Теорема 19 (Секефальви-Надь). Для произвольной выпуклой 
фигуры справедливы неравенства

s <  — (Р 2  — (Р  — 7гг)2).
7Г
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& 3 4 6 .  Выведите из этой теоремы, что среди фигур данного пе­
риметра наибольшую площадь имеет круг(изопериметрическая 
теорема Штейнера).

Справедлива также следующая

Т еорем а 20 (Боннезен). Для произвольной выпуклой фигуры 
справедливы неравенства

P 2- tts >  Р 2
R  — г 
R  +  r

2 Р  -  V P 2  -  7га
7Г

< r < R <
Р  +  у/ Р 2  — 7TS

7Г

Эта теорема также является уточнением изопериметрическо- 
го неравенства.

^ 3 4 7 .  Проверьте, что последнее неравенство теоремы Боннезе- 
на равносильно тому, что при всех t из отрезка [г, Р] квадратный 
трехчлен 7гt 2  — 2Pt  +  s <  0. Выведите отсюда, что

л / Р 2  -  ns  > - - Р ,  V P 2  ~  тrs >  Р  -  4 ,  
г R

а также первые три неравенства теоремы Боннезена.

^ 3 4 8 .  Проверьте, что неравенство

R <
Р  +  у/ Р 2  -  7TS

7Г

равносильно неравенству

S <  — (Р 2 — ( Р — 7tR )2).
7Г

^ 3 4 9 * * . Докажите неравенство
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Указание. Предполагаем, что фигура М  является многоугольни­
ком, ограниченным ломаной 7 . Рассмотрим его Л—окрестность 
М(Л). Согласно формуле Штейнера (задача 235) ее площадь

s(R) =  s +  2 P R  +  ttR 2.

Рассмотрим Л—окрестность 7 (Л) ломаной 7 . Множество 7 (Л) 
распадается на подмножества Еь, состоящие из тех точек х, для 
которых окружность с центром х и радиусом Л пересекает 7 ров­
но в к точках. Проверьте, что площадь s(Ek) =  0 при нечетных 
к, а также индукцией по числу звеньев ломаной 7 докажите, что

2 s(E2) +  4 s (E4) +  . . .  =  8 RP.

Так как

s {M (R ))  =  s (E2) +  2 s {Ea) +  3 s (E 6) +  . . . <

< \{Щ Е 2) +  4s (E4) +  . . . ) <  4ЛЛ, 

то s +  2 P R  H- я Л2 <  4ЛЛ.
Для решения изопериметрической задачи Штейнер предло­

жил красивый прием, который называется четырехшарнирный 
метод Штейнера. Далее мы его один раз применим, но показы­
вать, как решается с его помощью изопериметрическая пробле­
ма, не будем, так как это подробно изложено во многих книгах, 
например [9, 37, 38, 59, 56] (в них же объясняется, почему этот 
сам по ,себе простой метод нуждается в непростых дополнитель­
ных обоснованиях).

Далее будет изложен другой классический метод Штейнера 
доказательства изопериметрической теоремы, совершенно стро­
гий, который интересен еще и тем, порождает множество инте­
ресных задач, и имеет много приложений.

2.8 Симметризация по Штейнеру
Симметризацией по Штейнеру выпуклой фигуры называется 
ее симметризация относительно любой данной оси. Выполняется
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она следующим образом. Рассмотрим семейство прямых, перпен­
дикулярных данной оси. Каждая из них пересекается с фигурой 
по некоторому отрезку или вообще не пересекается. Переместим 
каждый из этих отрезков вдоль соответствующей прямой так, 
чтобы он стал симметричным относительно данной оси (другими 
словами, делился ей пополам). Объединение полученных отрез­
ков и называется симметризацией данной фигуры относительно 
данной оси. Все следующие утверждения справедливы для лю­
бой выпуклой фигуры, но нам они понадобятся только для мно­
гоугольников.

^ 3 5 0 .  Докажите, что при симметризации Штейнера площадь 
фигуры не меняется.

^ 3 5 1 .  Докажите, что при симметризации Штейнера относи­
тельно оси симметрии фигуры сама фигура не меняется.

^ 3 5 2 .  Докажите, что при симметризации Штейнера централь­
но-симметричная фигура остается центрально-симметричной.

^ 3 5 3 .  Докажите, что при симметризации Штейнера п —уголь­
ник превращается в симметричный относительно прямой выпук­
лый т —угольник, т <  2п, той же площади и не большего пери­
метра.

Указание. Примените задачу 163.

^ 3 5 4 .  Докажите, что при симметризации Штейнера внутрен­
ний радиус не уменьшается, а внешний — не увеличивается.

^ 3 5 5 .  Докажите, что при симметризации Штейнера правиль­
ного треугольника относительно его стороны получается ромб, 
при этом внутренний радиус в 3 /\ /7  раз возрастает, а внешний 
радиус в л/3/2 раз убывает.

^ 3 5 6 .  Докажите, что при симметризации Штейнера диаметр 
не увеличивается, а если симметризацию выполнить относитель­
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но диаметра, то он не изменится, а п —угольник превращается в 
т —угольник, т < 2 п — 2 .

^ 3 5 7 .  Докажите, что при симметризации Штейнера внутрен­
ний радиус и ширина могут возрасти в любое число раз, а внеш­
ний радиус, диаметр и периметр — уменьшится в любое число 
раз.

Указание. Выполнить симметризацию длинного прямоуголь­
ника относительно подходящей оси.

^ 3 5 8 .  Докажите, что если симметризацию Штейнера последо­
вательно выполнить относительно перпендикулярных осей, то 
п—угольник превращается в центрально-симметричный т —уго 
льник, т < Ап. Если в качестве первой оси выбрать диаметр 
п—угольника, то он превратится в т —угольник, т  < Ап — 8, 
того же диаметра.

Т ео р ем ы  о к р у гл ен и я

Следующее далее доказательство изопериметрического свойства 
круга следует идеям Штейнера и принадлежит немецкому мате­
матику Эдлеру.

^ 3 5 9 .  Докажите, что если две оси симметрии многоугольника 
образуют угол тс/2 к, то они пересекаются в его центре симмет­
рии.

Указание. Если выполнить друг за другом преобразования 
зеркального отражения относительно этих осей, то получится 
поворот на угол тг/2 к ~ 1 с центром в точке пересечения осей, пере­
водящий многоугольник в себя. Повторяя этот поворот 2к~х раз, 
получим центральную симметрию. На самом деле ограничение 
многоугольниками и углами специального вида несущественно.

^ 3 6 0 .  (Эдлер) Докажите, что если выпуклый п—угольник име­
ет 2 к < п  осей симметрии, являющихся в нем диагоналями, при­
чем соседние оси образуют равные углы между собой, то можно, 
не меняя его периметра, и не уменьшая площадь, преобразовать
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его так, что все указанные оси симметрии, сохраняя свои направ­
ления, станут равными.

Указание. Для каждого из секторов, на которые разбивает­
ся п —угольник соседними осями симметрии выравнять боковые 
стороны сектора, так, что при это не изменится хорда сектора 
и соответственно стягиваемая ей часть периметра п —угольника, 
после чего применить задачу 42.

^ 3 6 1 .  (Эдлер) Докажите, что если п —угольник имеет 2k <  п 
осей симметрии, являющихся в нем равными диагоналями, при­
чем соседние оси образуют равные углы между собой, то можно, 
не меняя указанных осей симметрии и площади п—угольника, 
преобразовать его так, что у него периметр не увеличится и по­
явятся еще 2 к осей симметрии, делящих пополам углы между 
старыми осями.

Указание. К каждому из секторов, на которые разбивается 
гг—угольник соседними осями симметрии, применить симметри­
зацию Штейнера относительно биссектрисы угла при вершине 
этого сектора.

^ 3 6 2 .  (Эдлер) Докажите, что применяя последовательно при­
емы, указанные в предыдущих двух задачах, и повторяя это не 
более 2n_1 раз, можно п —угольник превратить в 2 к—угольник, 
к <  п — 1 , у которого площадь не уменьшится, периметр не уве­
личится, и каждая из диагоналей, проходящих через его центр 
симметрии, будет осью симметрии, и углы между соседними диа­
гоналями. будут равны.

^ 3 6 3 .  (Эдлер) Докажите, что для любого неправильного п —у- 
гольника можно построить правильный 2 к—угольник, к <  п — 1, 
той же площади и большего периметра.

^ 3 6 4 .  Докажите, что у любого п —угольника площадь меньше, 
чем у круга того же периметра.

Следующая теорема интуитивно достаточно очевидна.

Т еорем а 21 (Приближение фигуры п —угольниками). Д ля лю­
бого е >  0 в ограниченную замкнутую выпуклую фигуру можно
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вписать равносторонний четноуголъник, у которого периметр 
и площадь отличаются не более чем на е от периметра и пло­
щади данной фигуры.

Теперь все готово, чтобы читатель сам провел доказательство 
следующей теоремы.

Теорема 22 (Изопериметрическая теорема). Среди всех фигур 
данными периметром наибольшую площадь имеет круг.

Обратим внимание, что в условии теоремы не сказано, что 
фигура выпуклая, так как теорема верна для любой ограничен­
ной фигуры, потому, что выпуклая оболочка любой ограничен­
ной фигуры имеет большую площадь и меньший периметр, чем 
исходная фигура.

Еще одно доказательство (которое можно провести и в про­
странственном случае), можно получить, решив следующие за­
дачи.

^ 3 6 5 * . Докажите, что если две оси симметрии ограниченной 
выпуклой фигуры образуют угол тг , где си — иррациональное 
число, то эта фигура — круг.

Рассмотрим последовательность многоугольников Мп, полу­
чающуюся поочередным выполнением операций симметризации 
относительно двух осей, образующих угол ап, где а — ирраци­
ональное число. В этой последовательности многоугольники с 
четными номерами симметричны относительно одной оси, а мно­
гоугольники с нечетными номерами — относительно другой.

^ 3 6 6 * . Центр тяжести симметризации данной фигуры является 
проекцией центра тяжести этой фигуры на ось симметризации.

Указание. Центр тяжести симметричной фигуры лежит на 
оси симметрии. При выполнении симметризации центр тяжести 
может сдвинуться только в направлении перпендикулярном оси 
симметризации.

^ 3 6 7 * . Предел последовательности центров тяжести данной по­
следовательности фигур совпадает с центром тяжести предель­
ной фигуры этой последовательности.
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Следующую классическую теорему читатель может найти в 
любом достаточно полном учебнике математического анализа.

^ 3 6 8 * . (Вейерштрасс) Монотонная ограниченная 
последовательность имеет предел.

До того, как Вейерштрасс сформулировал и доказал ее, тео­
рема многим казалась очевидной.

^ 3 6 9 .  Если любая сходящаяся подпоследовательность последо­
вательности фигур Мп имеет одну и ту же предельную фигуру, 
значит и вся последовательность Мп имеет ту же предельную 
фигуру.

Т еорем а 23 (Шварца об округлении). Пределом определенной 
выше последовательности фигур равной площади является круг 
той же площади. Диаметр его не превосходит диаметра исход­
ной фигуры.

Эскиз доказательства.
Так как периметры и диаметры фигур в последовательности 

не возрастали, то существует предел их периметров р, предел их 
диаметров d, которые очевидно совпадают с пределами для лю­
бой подпоследовательности фигур. Выберем из данной последо­
вательности любую сходящуюся подпоследовательность (их су­
ществование гарантирует теорема выбора Бляшке) и рассмотрим 
ее предельную фигуру. Если выбранная подпоследовательность 
содержит бесконечно много как четных, так и нечетных чисел, 
то с одной стороны, ее предельная фигура совпадает с пределом 
четной подпоследовательности, поэтому она имеет ось симмет­
рии, совпадающую с одной из данных осей, а с другой стороны, 
она симметрична и относительно другой оси, а поэтому является 
кругом К  той же площади, что и исходная фигура, и с центром 
в точке пересечения осей, т.е. все такие подпоследовательности 
имеют общую предельную фигуру.

Если же рассматриваемая подпоследовательность содержит 
только конечное число членов с номерами данной четности, то 
выкидывая из нее несколько начальных фигур, получаем после­
довательность фигур, предел которой L симметричен относи-
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тельно одной из осей, и его периметр равен пределу периметров 
фигур рассматриваемой подпоследовательности, т.е. p(L) =  р. 
Симметризуем все фигуры данной последовательности относи­
тельно второй оси и рассмотрим предельную фигуру М, кото­
рая будет получаться путем симметризации фигуры L относи­
тельно второй оси (этот факт надо тоже доказывать!) Периметр 
фигуры М  поэтому равен пределу периметров фигур в подпосле­
довательности с номерами другой четности, который, как было 
сказано в начале, также равен p(L) =  р. Но если при симметри­
зации периметр не уменьшился, то фигура L должна быть сим­
метричной относительно и прямой I, параллельной второй оси. 
Докажем, что I совпадает со второй осью. Действительно, из за­
дачи 366 следует, что центры тяжести фигур рассматриваемой 
последовательности поочередно лежат на двух осях и получают­
ся последовательным проектированием друг из друга, поэтому 
их предел совпадает с точкой пересечения осей, значит, соглас­
но 367, центр тяжести фигуры L совпадает с этой точкой (цен­
тром круга К ), но так как он должен лежать и на прямой I, то 
она совпадает со второй осью. Поэтому L имеет две данные оси 
симметрии и следовательно будет кругом, концентричным с К  и 
имеющим ту же площадь, т.е. совпадающим с ним. Таким обра­
зом доказано, что любая сходящаяся подпоследовательность Мп 
имеет одну и ту же предельную фигуру, значит и вся последова­
тельность Мп имеет ту же предельную фигуру.

Следующая теорема уже встречалась нам в частном случае.

Теорема 24 (Крамер). Среди всех выпуклых п— угольников с 
данными сторонами наибольшую площадь имеет вписанный в 
окружность.

Доказательство можно провести четырехшарнирным мето­
дом Штейнера. Рассмотрим вписанный в круг п—угольник с 
данными сторонами и отрежем от круга сегменты сторонами 
п—угольника. Возьмем произвольный выпуклый п—угольник с 
данными сторонами и к каждой его стороне приклеим подхо­
дящий сегмент. Полученная фигура имеет такой же периметр, 
что и данный круг. Площадь ее равна сумме площадей сегмен-
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тов и данного п —угольника. Согласно изопериметрической тео­
реме эта площадь меньше площади данного круга. Отнимая от 
нее сумму площадей сегментов, получаем, что площадь данного 
п —у гольника меньше площади вписанного в данный круг п —у- 
гольника с теми же сторонами.

Еще одно доказательство можно найти в [13]

^ 3 7 0 .  Если одна выпуклая фигура содержит другую, то пло­
щадь и периметр объемлющей фигуры больше.

Интересным аналогом изопериметрической теоремы являет­
ся следующая теорема, принадлежащая известному немецкому 
математику Бибербаху.

Т еорем а 25 (Бибербах). Среди всех фигур с данным диамет­
ром наибольшую площадь и наибольший периметр имеет круг. 
Среди всех фигур с данной площадью или данным периметром 
наименьший диаметр имеет круг.

Доказательство. Второе утверждение равносильно первому. 
Докажем его. Можно считать, что фигура выпуклая. Рассмот­
рим ее симметризацию Минковского. Диаметр d и периметр р  
при этом не изменятся, площадь не уменьшится, а так как фи­
гура стала центрально-симметричной, то она лежит в круге диа­
метра d, поэтому ее площадь не больше ттб?/А, а периметр р <  nd. 
Равенства возможны только когда симметризация есть круг. Со­
гласно изопериметрической теореме равенство для площади воз­
можно только в случае круга. Равенство для периметра возмож­
но только для фигур постоянной ширины (о них см. в разделе 
2 . 10).

Так как свойство монотонности площади при симметризации 
Минковского еще не было доказано, то приведем второе доказа­
тельство (только для площади). Сделаем симметризацию Штей­
нера последовательно относительно перпендикулярных осей, вы­
брав в качестве первой оси диаметр фигуры, тогда она, не из­
менив площадь и диаметр, станет центрально-симметричной, и 
поэтому будет лежать в круге диаметра d, поэтому площадь ее 
не больше nd2/4 , причем равенство возможно лишь когда сим­
метризация есть круг, т.е. когда исходная фигура есть круг.
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Третье доказательство для площади легко получить из тео­
ремы Шварца об округлении (без условия равенства).

Еще одно очень короткое доказательство этой теоремы мож­
но прочесть в [41, 66]. Но оно использует интегральное исчисле­
ние.

2.9 «Задача Дидоны»
Согласно древнему мифу, следующая задача возникла перед вы­
садившейся на африканский берег легендарной финикийской ца­
рицей Дидоной, когда местные племена разрешили ей занять 
столько земли, сколько может накрыть бычья шкура.

^ 3 7 1 . (Задача Дидоны) Отгородить от прямолинейного берега 
моря веревкой данной длины максимальную площадь.

Указание. Составьте из двух таких фигур фигуру с перимет­
ром, вдвое большим длины веревки, и примените изопериметри- 
ческую теорему.

^ 3 7 2 . Отгородить от прямого угла веревкой данной длины мак­
симальную площадь.

Указание. Составьте из четыре таких фигур фигуру с пери­
метром, вчетверо большим длины веревки, и примените изопе- 
риметрическую теорему.

^ 3 7 3 . Отгородить от угла 2тт/п веревкой данной длины макси­
мальную площадь.

Указание. Составьте из п таких фигур фигуру с периметром, 
в п раз большим длины веревки, и примените изопериметриче- 
скую теорему.

^ 3 7 4 . (Мозер) Как отгородить от прямолинейного берега моря 
веревкой данной длины прямоугольник максимальной площади.

Указание. Составьте из двух таких прямоугольников прямо­
угольник с периметром, вдвое большим длины веревки, и при­
мените задачу 183.



158 Глава 2. Неравенства для выпуклых фигур и тел

& 3 7 5 . (Хауторн) Как отгородить двустворчатой ширмой дан­
ной длины от угла комнаты наибольшую площадь?

Указание. Составьте из четырех таких фигур восьмиуголь­
ник с периметром вчетверо большим длины ширмы и примените 
теорему Зенодора.

^ 3 7 6 .  Как отрезать от квадрата линией данной длины, меньшей 
его стороны, максимальную площадь?

Указание. Эта линия ограничивает фигуру, примыкающую к 
двум сторонам угла квадрата. Составьте из четырех таких фигур 
фигуру с периметром, вчетверо большим длины данной линии, 
и примените изопериметрическую теорему.

@ 3 7 7 . Как отрезать от правильного треугольника отрезком дан­
ной длины треугольник максимальной площади?

Указание. Составьте из трех таких фигур шестиугольник с 
периметром вшестеро большим длины данного отрезка и приме­
ните теорему Зенодора.

^ 3 7 8 .  Как отрезать от правильного треугольника линией дан­
ной длины, пересекающей только две стороны, фигуру макси­
мальной площади?

Указание. Составьте из шести таких фигур фигуру с пери­
метром, вшестеро большим длины данной линии, и примените 
изопериметрическую теорему.

^ 3 7 9 .  Разделить правильный треугольник на две части равной 
площади линией минимальной длины.

Указание. Составьте из шести таких фигур фигуру с пло­
щадью, равной половине площади содержащего ее правильного 
шестиугольника и примените изопериметрическую теорему.

@ 3 8 0 .  Разделить квадрат на две части равной площади линией 
минимальной длины.

Указание. Провести в нем среднюю линию:).
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^ 3 8 1 .  Среди всех фигур, ограниченных отрезком прямой дан­
ной длины и кривой линией данной длины наибольшую площадь 
имеет сегмент круга.

^ 3 8 2 .  Среди всех фигур данной площади, ограниченных отрез­
ком прямой данной длины и кривой линией наименьший пери­
метр имеет сегмент круга.

Указание. Построим указанный экстремальный сегмент кру­
га с данным основанием. Добавим к нему еще сегмент, допол­
няющий его до круга. Добавим тот же сегмент к произвольной 
фигуре с данными периметром и основанием. Получим фигуру 
с известным периметром. Максимальная площадь ее при данном 
периметре будет, когда она совпадет с кругом данного перимет­
ра.

^ 3 8 3 .  Среди всех п —угольников с данной стороной и данным 
периметром наибольшую площадь имеет вписанный в окруж­
ность, у которого все остальные стороны равны.

Указание. Рассмотрим указанный экстремальный п —угольник 
и сегменты круга, которые он от него отрезает. К произвольному 
п —угольнику с данной стороной, данным периметром и равны­
ми остальными сторонами приклеим указанные сегменты ко всем 
его сторонам. Полученная фигура имеет периметр, равный пери­
метру данного круга, поэтому ее максимальная площадь будет, 
когда она совпадет с этим кругом, т.е. n-угольник будет вписан в 
круг. Если же не все стороны п —угольника (отличные от данно­
го основания) равны, то он не может быть экстремальным, так 
как соседние неравные стороны можно заменить на равные так, 
что периметр не изменится, а площадь увеличится.

^ 3 8 4 .  Среди всех гг—угольников с данной стороной и данной 
площадью наименьший периметр имеет вписанный в окружность, 
у которого все остальные стороны равны.

Указание. Вывести из предыдущей задачи.
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^ 385* . (Кубота) Как отрезать от длинного прямоугольника 
единичной ширины фигуру данного периметра и максимальной 
площади?

^ 3 8 6 * . Выпуклая фигура данного периметра ограничена с трех 
сторон частью контура параллелограмма. В каком случае она 
имеет максимальную площадь?

2.10 Фигуры постоянной ширины
Для произвольной фигуры М  обозначим Ьм(Ф) ширину проек­
цию этой фигуры на прямую, выходящую под углом ф из начала 
координат. Функция Ъм{Ф) очевидно определена на отрезке от 
нуля до 7Г и ее можно периодически продолжить на всю число­
вую ось с периодом тг. Очевидно, что минимум этой функции 
равен ширине фигуры М.

Более подробно о фигурах постоянной ширины можно про­
читать в [59, 77].

@ 3 8 7 .  При нечетном п рассмотрим пересечение п кругов с цен­
трами в вершинах правильного п—угольника, радиус которых 
равен диаметру этого п—угольника. Докажите, что эта фигура 
(называемая п— угольником Рело) содержит в себе данный пра­
вильный п—угольник, является выпуклой, имеет во всех направ­
лениях одинаковую ширину 6, равную диаметру данного пра­
вильного п—угольника, и ее периметр равен кЪ.

@ 3 8 8 .  Докажите, что диаметр фигуры постоянной ширины ра­
вен ее ширине.

Указание. Примените задачу 22.
Фигура называется полной, если при добавлении к ней любой 

новой точки ее диаметр увеличивается.

@ 389. Докажите, что любая опорная прямая к фигуре посто­
янной ширины пересекается с ней ровно в одной точке (точке 
касания). Если провести параллельно данной опорной прямой
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еще одну опорную прямую и соединить их точки касания, то по­
лученный отрезок будет диаметром фигуры, перпендикулярным 
к эти опорным прямым.

Указание. Примените задачу 327.
Следующая теорема принадлежит немецкому математику 

Майсснеру.

Т еор ем а 26  (Майсснер). Любая фигура постоянной ширины яв­
ляется полной и наоборот.

Ее доказательство можно найти в [11].
Следующие две теоремы принадлежат уж е упоминавшемуся 

Ю. Палу.

Т еор ем а  27  (Пал). Любая фигура диаметра D  содержится в 
фигуре постоянной ширины D .

Т еор ем а 28 (Пал). Вокруг фигуры постоянной ширины D  м ож ­
но описать правильный шестиугольник ширины D.

& 3 9 0 .  Докажите, что если фигура постоянной ширины цент- 
рально-симметрич на, то это круг.

Указание. У центрально-симметричной фигуры ширина рав­
на удвоенному внутреннему радиусу, а диаметр — удвоенному 
внешнему радиусу. Примените задачу 388.

^ 3 9 1 .  Докажите, что полусумма фигур постоянной ширины 
имеет постоянную ширину.

Указание. Согласно задаче 322 полусумма двух параллель­
ных полос одинаковой ширины есть параллельная им полоса той 
же ширины.

^ 3 9 2 * . Докажите, что симметризация фигуры постоянной ши­
рины есть круг того же диаметра.

Указание. Примените задачи 331,391,390.
Справедливо и обратное утверждение.

^ 3 9 3 * . Докажите, что если симметризация выпуклой фигуры 
есть круг, то эта фигура имеет постоянную ширину.
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Указание. Примените задачи 388, 336.

^ 3 9 4 * . Докажите, что у выпуклой фигуры постоянной ширины 
наибольший вписанный и наименьший описанный круги концен- 
тричны и сумма их радиусов равна ширине фигуры.

^ 3 9 5 .  Угол при вершине фигуры постоянной ширины не может 
быть меньше 120 градусов. Равенство достигается только для 
треугольника Рело.

Решение этой задачи можно найти в [59].

^ 3 9 6 * . Докажите, что среди выпуклых фигуры постоянной ши­
рины наибольший внешний и наименьший внутренний радиусы, 
а также их наибольшую разность имеет треугольник Рело. 

Указание. Применить задачи 388, 394 и теорему Юнга. 
Справедлива следующая теорема, принадлежащая знамени­

тому французскому математику Коши.

Теорема 29 (Коши). Периметр выпуклой фигуры равен

[  Ъм (ф)<1ф.
J о

Вместо интеграла в формулировке теоремы можно использо­
вать предел

1 п—1

В (М ) — lim — У'' ЬмНя/п)
п—> оо п  ^ ^

г=0

(среднюю ширину фигуры М.) Теорему достаточно доказать для 
выпуклых многоугольников, а для произвольных выпуклых фи­
гур она получается переходом к пределу (который здесь опуска­
ется).

Для доказательства рассмотрим произвольное множество от­
резков Ik (например, образующих ломаную, но не обязательно), 
для каждого из них вычислим

^ п—1 ^ п—1
V(lk) =  lim -  bik (т /п )  =  lim - Y ] \ l k\\cos(i7r/n +  a k)\,n—*00 n ' n—>00 n

г= 0  г= 0
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и назовем

к
вариацией  множества отрезков /*.

& 3 9 7 * .  Докажите, что V (lk) =  C\lk\, где \lk\ — длина отрезка Ik, 
а С  — некоторая константа (на самом деле С  =  2 /п ) .

& 3 9 8 * .  Рассмотрим выпуклый многоугольник М п, вписанный в 
данную выпуклую фигуру . Докажите, что вариация множества 
его сторон, равная

Х > ( «  =  с Х > 1,
Ь = 1 к=1

с другой стороны равна

2 m_1
2В ( М п) =  Нт — Ьмп(гп /т ) .  

т—юо т  ' 
г=0

Указание. Сумма проекций сторон многоугольника на любую 
прямую в два раз больше проекции на нее самого многоугольни­
ка. Остается поменять порядок суммирования и получив равен­
ство

 ̂ п— 1  ̂ п т—1

— 2&мn{ire/ т )  =  — У 2  V  |i*||coe(*7r/n +  a fc)|
т  *r~i т  ~—'

г = 0  к= 1 г= 0

перейти в нем к пределу при т  —► оо.
Применяя предыдущее равенство к случаю, когда М  есть 

единичный круг, и переходя к пределу, получаем равенство 2С тг =  
4, откуда С  =  2/7Г, а в общем случае имеем

р (М п) =
7Г  ̂ / *•

Ит — У2 ЬМп(ш/т) = / ЬМп{Ф)йф, 
гга_>0° т iZо -/о

откуда
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и переходя еще раз к пределу, получаем формулу Коши. 
Следующая теорема обобщает задачу 387.

Теорема 30 (Барбье). У любой фигуры постоянной ширины пе­
риметр в 7г раз больше ширины. Среди выпуклых фигуры данной 
ширины наименьший периметр имеют фигуры постоянной ши­
рины.

Указание. У этой теоремы есть много разных доказательств. 
Можно, например, применить задачу 392 или теорему 29.

^ 3 9 9 .  Среди всех фигур постоянной ширины наибольшую пло­
щадь имеет круг.

Указание. Примените теорему Барбье и изопериметрическое 
неравенство Штейнера.

Теорема 31 (Бляшке-Лебег). Среди всех фигур постоянной ши­
рины наименьшую площадь имеет треугольник Рело.

Доказательство этой теоремы можно найти в [77].

2.11 Метод усреднения

^ 4 0 0 .  Имеются две системы векторов. Сумма длин проекций 
векторов первой системы на любую прямую не меньше суммы 
длин проекций векторов второй системы на ту же прямую. До­
кажите, что сумма длин векторов первой системы не меньше 
суммы длин векторов второй системы.

Указание. Рассмотрите вариации обеих систем.

^ 4 0 1 * . Если сумма длин векторов равна L , то из них можно 
выбрать несколько векторов (может быть один), сумма которых 
имеет длину больше L /тт.

Указание. Рассмотрим вариацию данной системы векторов. 
Она равна 2L /7T, а с другой стороны (см. 398) она равна сред­
нему значению суммы длин их проекций на всевозможные пря­
мые, проходящие через начало координат. Значит, найдется пря­
мая, для которой указанная сумма проекций не меньше 2L /7T.
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Можно рассматривать ориентацию на этих проекциях (соответ­
ствующую ориентации векторов), и выбрать ориентированные в 
одну сторону проекции так, чтобы сумма их длин была не мень­
ше L /7Г. Сумма соответствующих векторов имеет проекцию не 
меньше L j7г. Значит и длина этой суммы не меньше L/к .

Утверждение предыдущей задачи можно усилить.

^ 4 0 2 * . Если сумма длин п  векторов равна L, то из них можно 
выбрать несколько векторов (может быть один), сумма которых 
имеет длину не меньше L /((2n +  2) sin 2̂ _2) >  L j-к.

Указание. Добавим к данным векторам вектор, противопо­
ложный их сумме (если она равна нулю, то ничего не надо до­
бавлять) и расположим эти п +  1 векторов, сумма которых рав­
на нулю, так, чтобы они ограничивали выпуклый т - угольник, 
т  < п +  1, с периметром, не меньшим L. Тогда диаметр этого 
т —угольника удовлетворяет неравенству L  <  р  < 2 m d sm  
Остается выбрать вектора, образующие ломаную, соединяющую 
концы диаметра.

^ 4 0 3 .  Если сумма длин п векторов равна L, а сумма самих 
векторов нулевая, то из них можно выбрать несколько векто­
ров (может быть один), сумма которых имеет длину не меньше 
L / ^ n s i n ^ ) .

Указание. В предыдущем указание можно взять т =  п.

^ 4 0 4 * . Укажите 6 векторов с суммой длин L и нулевой вектор­
ной суммой, из которых нельзя выбрать несколько, сумма длин 
которых будет больше L /(12sin jfe).

Указание. Взять вектора, идущие по сторонам шестиуголь­
ника Рейнхардта (в направлении, например, по часовой стрелке) 
с периметром L и диаметром L /(12sin ^ ) . Проверить, что сумма 
любых трех из них имеет длину не больше этого диаметра.

^ 4 0 5 .  Если одна выпуклая фигура лежит внутри другой, т.е. 
периметр не больше периметра объемлющей фигуры.

Указание. Примените теорему Коши. Можно, конечно, обой­
тись и без нее.
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@ 406*, (ВМО, 1976) Для  векторов е*, таких, что e i+ e 2-|-e3-|-e4 =  
О, доказать неравенство

Ы  +  |е2| +  |е3| f  |е4| >  \а  +  е2| +  \ei +  е3| +  |ei +  е4|

Указание. Применить задачу 400 и свести задачу к случаю век­
торов, лежащих на прямой, т.е. к такому же неравенству, но для 
чисел. Подробное решение см. в [51]. Решение, не использующее 
усреднение, см. в [15].

^ 4 0 7 * . Для произвольных векторов е; справедливо неравенство

Ы  +  |е2| +  |е3| +  |ei +  е2 +  е3| >  |ei +  е2| +  |e4 +  е3| +  |е2 +  е3|.

Указание. Применить задачу 400 и свести задачу к случаю 
векторов, лежащих на прямой, т.е. к такому же неравенству, но 
для чисел. Подробное решение см. в [54], задача 11.31 . Там же 
есть решение, не использующее усреднение. Но проще всего по­
ложить е4 =  — е\ +  е2 +  е3 и свести все к задаче 406.

@ 408*. Докажите, что периметр произвольного четырехуголь­
ника не меньше суммы длин его диагоналей и удвоенного рас­
стояния между их серединами.

Указание. Применить задачу 406.

^ 4 0 9 .  Если длины сторон и диагоналей выпуклого п —угольни­
ка меньше d , то его периметр меньше nd

Указание. Можно применить метод усреднения, но более силь­
ная оценка вытекает из изодиаметрического неравенства раздела 
2.5.

^ 4 1 0 .  Внутри выпуклого п —угольника выбрана точка так, что 
сумма выходящих из нее векторов, направленных в его вершины, 
равна нулю (эта точка называется центром масс п —угольника) 
Докажите, что его периметр не меньше 4cr/п , где а  — сумма 
расстояний от вершин гг—угольника до его центра масс.

Указание. Согласно задаче 400 неравенство достаточно дока­
зать для проекций векторов на любую прямую. Пусть эти про­
екции с учетом знака есть х \ <  ж2 <  . . .  <  <  0 <  yn-k  <
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. . .  < ух. При этом J2xi =  а =  а периметру соответству­
ет х\ — у\. Усредним все Х{ и %/j, заменив их на J2xi/k  — « А  
и j/j/(n — fc) =  —a/(n  — fc) соответственно. При этом ti — тц 
может только уменьшится, поэтому

(#1 — J/i)/(2a) >  (a/fc +  o /(n  — к ))/( 2 а) =  п /( 2 к(п — к)) > 2 /п ,

т.к. fc(n — к) <  п?/4. Из задачи 400 теперь следует, что р > 4а/п. 
Неравенство почти достигается, если вершины п —угольника раз­
биты пополам (или почти пополам), вершины в каждой группе 
расположены рядом друг с другом, а вершины разных групп — 
далеко друг от друга.

Систему фигур назовем неразделимой, если не существует 
прямой, разделяющей эту систему, т.е. такой, что часть фигур 
системы целиком лежит по одну сторону от этой прямой, а часть 
— по другую.

^ 4 1 1 . (Хадвигер) Докажите, что разделимую систему выпук­
лых фигур можно накрыть выпуклой фигурой периметр которой 
равен сумме периметров этих фигур.

Указание. В качестве накрывающей фигуры возьмем выпук­
лую оболочку данной системы. Ширина этой оболочки в любом 
направлении не больше суммы ширин в этом же направлении 
всех фигур системы, так как проекции всех фигур системы в 
этом направлении в объединении дают проекцию выпуклой обо­
лочки. Применяя теорему 29, получаем, что периметр выпуклой 
оболочки не больше суммы периметров фигур системы. Остает­
ся, если надо, гомотетично увеличить выпуклую оболочку, чтобы 
ее периметр сравнялся с суммой периметров фигур данной си­
стемы.

Для фигур постоянной ширины утверждение задачи 411 мож­
но уточнить.

^ 4 1 2 . Докажите, что разделимую систему выпуклых фигур по­
стоянной ширины можно накрыть фигурой постоянной ширины, 
периметр которой равен сумме периметров этих фигур.

Указание. Как и в задаче 411 данную систему можно накрыть 
фигурой, у которой ширина в любом направлении не больше сум-
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мы ширин всех фигур системы. Поэтому и диаметр ее не большей 
указанной суммы. Согласно теореме 7 эту фигуру можно поме­
стить фигуру постоянной ширины, равной ее диаметру, т.е. не 
большей упомянутой суммы. Применяя теорему 29, получаем, 
что периметр этой фигуры не больше суммы периметров фигур 
системы. Остается, если надо, гомотетично увеличить фигуру, 
чтобы ее периметр сравнялся с суммой периметров фигур дан­
ной системы.

Аналогичное утверждение справедливо и для системы окруж­
ностей, которые накрываются окружностью, но оно доказывает­
ся сложнее.

Метод усреднения можно применять и в пространственном 
случае и некоторые из рассмотренных задач имеют стереометри­
ческие аналоги (см. [53], гл. 11, п. 9). Например, задачи 400,406, 
407 даже не меняют своих формулировок при переходе к стерео­
метрическому варианту, в задачах 405,410 делаются естествен­
ные изменения, в задаче 401 однако оценка ослабляется до L /4.

П р я м ы е  и  к р и в ы е

Следующую задачу автор предлагал на Московскую олимпиаду

^ 4 1 3 .  (Москва, 1981). В квадрате с единичной стороной распо­
ложена несамопересекающаяся ломаная длины 200. Докажите, 
что найдется прямая, параллельная одной из сторон квадрата, 
пересекающая ломаную не менее, чем в 101 точке.

Указание. Оценить снизу сумму длин проекций звеньев ло­
маной на стороны квадрата.

^ 4 1 4 .  В единичном квадрате можно нарисовать несамопере- 
секающуюся кривую длины 200, которая пересекается с любой 
прямой не более чем в 101 точке.

Указание. Кривая должна проходить в близкой окрестности 
границы квадрата.

^ 4 1 5 * . В правильном пятиугольнике с единичной стороной ле­
жит ломаная длины 100. Докажите, что найдется прямая, па-
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раллельная одной из его диагоналей, пересекающая кривую не 
менее чем в 40 точках.

Указание. Обозначим Pi, i =  1, . . .  ,5 сумму длин проекций 
всех звеньев ломаной на оси симметрии пятиугольника. Так как 
его проекции на оси симметрии равны некоторому числу h (ши­
рине пятиугольника), то в предположении, что утверждение за­
дачи неверно, получаем, что Р{ <  40h, откуда Pi +  . . .  Р5 < 200/j. 
Применяя метод усреднения, получаем, что Pi +  . . .  +  Р5  равна 
сумме v(li), где U — звенья ломаной, а

4
v(k) =  IM 2  | cos(ai +  7г/'/5)|. 

j =о
Заметим, что последняя сумма равна удвоенной проекции пра­
вильного пятиугольника с единичными сторонами на некоторую 
прямую, значит она не меньше 2h (ширина пятиугольника равна 
минимальной проекции). Поэтому

Pi +  . . .  +  Рь >  \k\ =  2 hL =  200h,

что ведет к противоречию. Подобным же образом решается за­
дача и для любого правильного п—угольника.

Следующая задача предлагалась в 2003 г. на заданном кон­
курсе IBM (там указывалось, что она является развитием задачи 
413, опубликованной в Кванте в 1984 г.)

^ 4 1 6 * . В правильном пятиугольнике с единичной стороной най­
ти ломаную наименьшей длины I, которая пересекается с неко­
торой прямой, не проходящей через ее звенья, не менее чем в 
шести точках.

Указание. См. теорему 33. Ответ: I =  10 +  2sin(37r/10). 
Следующая задача заимствована из [5].

^ 4 1 7 . В круге единичного радиуса расположена несамопересе- 
кающаяся кривая длины 22. Докажите, что найдется прямая, 
пересекающая эту кривую не менее, чем в 8 точках.

Следующие три задачи взяты из [61] (первая из них имеется 
также в [68] без ссылки на [61])
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^ 4 1 8 .  Если кривая С  длины L находится внутри выпуклой кри­
вой длины Li, то существует прямая, число точек пересечения 
которой с С  не меньше, чем 2L /L \.

Из этого утверждения мгновенно следуют утверждения за­
дач 413, 417, правда, в первой из них будет утверждаться суще­
ствование некоторой прямой, а не прямой, параллельной стороне 
квадрата.

^ 4 1 9 .  Внутри круга радиуса R  расположены п окружностей ра­
диуса г. Докажите, что найдется прямая, пересекающая не менее 
rn /R .

Указание. Применить задачу 418 (тот факт, что система окру­
жностей не образует связную кривую, не существенен) и учесть, 
что прямая пересекает окружность в двух точках.

^ 4 2 0 .  Рассмотрим (h + l) (k + l)  пар целых чисел (X i,yj), таких, 
что а <  хг < а 4- h, b < у3  < b +  к. Докажите, что найдутся и, v 
такие, что число пар (xi,y3), удовлетворяющих неравенствам

|uxi + vyj +  1| <  р \/и 2  +  V2,

не меньше ■
Указание. Условие |ш7 +  vyj +  1| <  p\Jи2  +  v2 означает, что 

точка (Xi,yj) удалена от прямой их +  vy +  1 =  0 на расстояние, 
не большее р, т.е. эта прямая пересекает окружность с центром 
(.X i,yj) и радиусом р. Далее применить задачу 419. При этом 
п =  (k +  l)(h  +  1), г — р, но вместо объемлющего круга с пери­
метром 2 ттR  будет прямоугольник со сторонами h +  2 р, к +  2 р и 
периметром 2(h +  к +  Ар).

Пусть дана произвольная ограниченная кривая (или лома­
ная) 7 . Рассмотрим семейство прямых х cos ф +  у  sin ф =  р  дан­
ного направления ф, 0 <  ф <  я. Обозначим через п^(ф,р) число 
точек, в которых прямая х cos ф + у  sin ф =  р  пересекает кривую 7 
(для некоторых р это число может быть бесконечным, например, 
если ломаная имеет звено, параллельное данному направлению 
ф) Функция п7(0,р) для ломаной 7 является кусочно-постоянной
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функцией (возможно в некоторых точках, но не на целых отрез­
ках, равная бесконечности), отличной от нуля только на некото­
ром отрезке I  =  [а, Ь]. Это значит, что для некоторого разбиения 
этого отрезка на отрезки Ik, функция пДф,р) постоянна, когда 
р  лежит внутри любого отрезка Ik, и равна некоторому числу rik 
Обозначим

Б{ф) = J n ^ ,p ) d p  = J  n1{<t>,p)dp = 5̂ nfc|Jfc|.

Эта сумма действительно есть интеграл (и она не зависит от 
значений функции на концах отрезков разбиения), хотя понятие 
интеграла реально нам здесь не понадобится. Если же 7 — не 
ломаная, а кривая, но достаточно хорошая (не будем здесь уточ­
нять, в каком смысле), то определение остается таким же (у не 
хороших кривых сумма может содержать бесконечно много сла­
гаемых, т.е. превратится в бесконечный ряд). Вычислим теперь 
значения этой суммы (интеграла) в точках я к/п , к =  0, . . .  ,п  — 1 , 
и рассмотрим сумму

^(5(0) +  SJk/ п) +  . . .  +  S((n  — 1)7г/п ))/п .

Предел этой суммы (она называется интегральной суммой) при 
п —► оо обозначается кратко 8 {ф)йф (на самом деле это ин­
теграл), а также еще и так: JJ J^ п1 (ф,р)йрйф (это повторный 
интеграл) или, короче J  f  п1 {ф,р)йрйф{а это двойной интеграл).

Справедлива следующая теорема является одним из простей­
ших результатов так называемой интегральной геометрии. В [68, 
67] она называется формулой Крофтона7, но в [61] эта формула 
связывается скорее с именами Бляшке8 и Фавара9.

Теорема 32. Длина кривой 7 равна \ f  /  пДф,р)Фрйф

7Английский математик 19-го века.
8Вильгельм Бляшке — известный немецкий математик 20-го века, один 

из основателей интегральной геометрии.
9Известный французский математик 20-го века. С помощью этой форму­

лы он дал новое определение понятия длины кривой.
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Доказательство. Хорошая кривая (например, окружность) мо­
жет быть сколь угодно точно приближена конечно-звенной ло­
маной, поэтому достаточно все доказать для ломаных. Если ло­
маная составлена из двух ломаных, и она верна для каждой из 
них, то она верна и для всей ломаной, потому что п7(0,р) =  
п71 (ф,р) +  п 1 2 (ф,р). Поэтому достаточно все доказать для одно­
го звена, т.е. для отрезка прямой I. Если его длина равна |/|, то 
при любом его направлении J  J  П1 (ф,р)(1р(1 ф равен С\1\, где — 
некоторая константа, откуда следует, что для любой ломаной

где |7 | — ее длина, и переходя к пределу, получаем то же равен­
ство для любой хорошей кривой. Константу С  можно вычислить, 
найдя соответствующий «тригонометрический» предел, но мож­
но поступить так: в качестве 7  возьмем окружность единичного 
радиуса, тогда для нее п^(ф,р) =  2 при 0 <  ф <  я, — 1 <  р  <  1, и 
нуль в остальных случаях, поэтому f  J  п 1 (ф,р)с1рс1ф =  2 • 2 • 7Г =  
47г, а так как длина окружности равна 27т, то С  — 2.

^ 4 2 1 .  Выведите из доказанной теоремы теорему 29.
Указание. Для кривой, ограничивающей выпуклую фигуру 

К  при любом ф очевидно пк(ф ,р) =  2 на интервале длины Ьк(ф), 
где Ьк{ф) — ширина фигуры в направлении ф, и п к(ф ,р ) =  0 вне 
этого интервала (на его концах пк(ф ,р) =  1), поэтому

предыдущего раздела вместо использованного там понятия ва­
риации кривой.

В [79] доказана следующая теорема10

10В связи с задачей 416.

J  J  п ^ Р ^ р й ф ^  C \j\

1

Эту теорему можно применять для решения задач этого и
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Теорема 33 (Купершмит, Надь, Равский). Пусть для выпуклой 
фигуры периметра р и диаметра d число I есть наименьшая 
длина лежащей в ней кривой (не обязательно выпуклой) такой, 
что существует прямая, пересекающая эту кривую не менее 
чем в п +  1 различной точке. Тогда I =  р п /2 при четном п и 
I =  р(п — 1)/2 +  d при п нечетном.

Доказательство. Если кривая 7 длины I пересекается с любой 
прямой не более чем в п точках, то согласно теореме 32

1
2 J  J  п ^р ^р ф ф - Г 1

J  J  dpd4 >,

а согласно задаче 421 р  =  J  f  dpdcf> =  Ьк(Ф)Лф, откуда I < 
р п /2.

Пусть п нечетно и кривая пересекается с любой прямой не 
более чем в п точках. Докажем, что I < р(п —1)/2+d. Достаточно 
сделать это в предположении, что I — ломаная. Добавим к ней 
еще одно звено длины Iq, чтобы ломаная У стала замкнутой. 
Очевидно, что любая прямая произвольного направления ф, не 
проходящая через ее вершины, пересекает ее четное число раз. 
Если эта прямая к тому же не пересекает добавленное звено Iq, 
то п(ф,р) < п — 1, а если пересекает, то п(ф,р) <  п +  1. Но тогда

1 +  1 о J  J  Пгу/ (ф, p)dpdф <

s S d p i 4 , + \

= !1У /м*)<И + | /

J J  ' (̂Ф,Р)'<Р'1Ф = 

2bM)d4,= 4 ~ lp  + 2k,

откуда I <  t ^ p  +  lo < ily "P +  d.
Поэтому, если кривая длины I пересекается с некоторой пря­

мой не менее чем в п +  1-й точке, то I > рп / 2  и I >  р(п — 1)/2 +  d 
при нечетном п. Чтобы построить пример кривой с длиной сколь 
угодно близкой к указанным границам, и пересекающейся с неко­
торой прямой в п + 1—й точке, достаточно г — \п /2J раз намотать
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кривую вдоль границы данной выпуклой фигуры сколь угодно 
близко к ней, а если п нечетно, то потом направить ее вдоль 
одного из диаметров фигуры.

Некоторые из задач этого раздела имеют стереометрические 
аналоги. Приведем один пример.

^ 4 2 2 .  В кубе с единичной стороной расположена несамопере- 
секающаяся ломаная длины 300. Докажите, что найдется плос­
кость, параллельная одной из сторон куба, пересекающая лома­
ную не менее, чем в 101 точке.

2.12 Задачи о диаметрах

Понятие диаметра часто встречалось в этой книжке. Но кажется 
нелишним посвятить ему отдельный раздел.

Следующая задача предлагалась на международной олим­
пиаде.

^ 4 2 3 .  (1МО,1965) Докажите теорему Хопфа 11 о том, что мак­
симальное число диаметров в гг—угольнике (и в любом п —точеч­
ном множестве) равно п.

Решение можно найти, естественно, в [45].

^ 4 2 4 .  Докажите, что если — п —угольник, то функция Ьм(Ф) 
непрерывна и имеет на отрезке от нуля до тт поровну локальных 
максимумов и минимумов, причем и тех и других не более п. 
Выведите отсюда теорему Хопфа.

Указание. Максимумы соответствуют диаметрам согласно за­
даче 22. Локальные минимумы достигаются в точках, соответ­
ствующих высотам п—угольника.

^ 4 2 5 .  (Венгрия, 1962) Если в п — угольнике выбрано га попарно 
пересекающихся сторон или диагоналей, то га <  п. Выведите из 
этого утверждения теорему Хопфа.

11 Хайнц Хопф — известный швейцарский математик 20—го века.
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Указание. Диаметры не могут не пересекаться в силу задачи
188.

В книге [19] приведено четыре решения этой задачи.
В [73] можно найти доказательство следующей теоремы.

Теорема 34 (Грюнбаум-Хеппеш-Страшевич). Максимальное 
число диаметров у п—то печного множества в трехмерном 
пространстве равно 2п — 2.

К сожалению, оно достаточно сложное.

Т ур ан ов ск и е гр аф ы  и а —ди ам етр ы

Назовем а—диаметром произвольную пару точек множества, рас­
стояние между которыми не меньше aD , где D  — диаметр этого 
множества. Максимальное число а—ди аметров у п—элементного 
плоского множества обозначим N 2 (0 , п). Далее будет приведена 
теорема Эрдеша-Шош-Турана, в которой эта величина точно вы­
числяется. Для формулировки теоремы понадобятся следующие 
понятия.

Обозначим £2(0) наибольшее число точек в плоском множе­
стве, в котором любая пара точек образует —диаметр. Преды­
дущие определения очевидно можно ввести и пространственном 
случае, (тогда они снабжаются индексом 3.)

Обозначим т(М ) минимальное расстояние между точками 
п—элементного множества М, а через m 2  (п) обозначим макси­
мальное значение т (М ), которое может быть у п—точечного 
плоского множества М  единичного диаметра. Аналогичную ве­
личину для трехмерных множеств обозначаем m3(n).

Очевидно, что

m2(2) =  m2(3) =  1, т 3(2) =  т 3(3) =  т 3(4) =  1.

^ 4 2 6 . Докажите, что /г2(а) =  п  если и только если т 2 (п +  1) <  
а < m2(n) и /с3(а) =  п если и только если m3(n +  l) < а < тз(п).

Более точная информация о величинах &Да) будет дана в 
следующих далее задачах.
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Для доказательства теоремы Эрдеша-Шош-Турана12 понадо­
бится еще одна теорема Турана, относящаяся к экстремальной 
теории графов. Мы сформулируем эту теорему, не пользуясь спе­
циальной терминологией, и с целью разминки предлагаем чита­
телю следующие задачи.

^ 4 2 7 .  (ВМО, 1969) В компании из п  человек среди любых трех 
найдется хотя бы одна пара незнакомых. Докажите, что число 
пар знакомых не больше п 2 / 4.

Указание. Следующее замечательное рассуждение принадле­
жит болгарским математикам Хаджииванову и Ненову. Пусть 
наибольшее число знакомых у одного человека равно а. Рассмот­
рим этого человека и всех незнакомых с ним. Очевидно в этой 
компании п —а человек, а остальные а человек не знакомы друг 
с другом (так как знакомы с одним человеком). Каждый из пер­
вой компании имеет не более а знакомых, поэтому общее число 
пар знакомых не более а(п — а) (так как знакомых, не принадле­
жащих этой компании, быть не может). Остается заметить, что 
а{п  — а) <  п2/4 .

Следующую задачу автор предлагал на Московскую олимпи­
аду (впрочем, это известный факт из теории графов).

^ 4 2 8 * . (Москва, 1983) В пространстве выбрано п точек, ника­
кие 4 из них не лежат в одной плоскости. Проведен |n 2/4 j +  1 
отрезок, у каждого из которых оба конца являются выбранными 
точками. Докажите, что эти отрезки образуют не менее [n/2j 
треугольников, причем большего количества треугольников мо­
жет и не получиться. Если же проведен \п 2  / 4J отрезок, то тре­
угольников может не быть вообще.

Решение этой задачи можно найти в [20].

^ 4 2 9 * . В компании из п  человек среди любых (k +  1) из них 
найдется хотя бы одна пара незнакомых. Докажите, что число

12Пал Эрдеш, Вера Шош, Пал Туран — известные венгерские математики 
20—го века
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пар знакомых не больше

к -  1 
2  к

п2

Указание. Применим индукцию по к. База индукции (к =  2) 
уже доказана. Выполним шаг индукции. Пусть наибольшее чис­
ло знакомых у одного человека равно а. Рассмотрим этого чело­
века и всех незнакомых с ним. Очевидно в этой компании п—а че­
ловек, а для остальных а человек верно следующее: среди любых 
к из них найдутся двое незнакомых. Поэтому согласно предполо­
жению индукции общее число знакомых пар во второй компании 
не больше Щ-Г)0,2, Каждый из первой компании имеет не более 
а знакомых, поэтому общее число пар знакомых не более

а(п — а) +
к — 2 о 2 к — 2  ка . 

2 к — 2  к 2 к - 2 у

^ 2 к — 2  п2  к — 1 о 
< — ;-----г  =  ~ ^ —п2

ка
2 к — 2

) <

При п не кратном к чуть более точную оценку дает следующая 
задача.

^ 4 3 0 * . (Туран) Отрезки, соединяющие пары точек п—эле мент- 
ного множества, покрашены в белый и черный цвета так, что сре­
ди любых его к +  1 точек найдется хотя бы одна пара, соединен­
ная белым отрезком. Тогда черных отрезков у этого множества 
не больше

к -  1 
2 к

(п2 - г 2) +
г(г  — 1)

- -  J

где п =  kq + г, 0  < г  < к, q — целое число.
Указание. Применим индукцию по п. База индукции (п < 

к) очевидна. Шаг индукции. Выберем максимальное подмноже­
ство, в котором все отрезки между точками черные. Если в нем 
менее к точек, добавим к нему несколько точек, чтобы полу­
чилось А—точечное множество К. Остальные точки образуют 
(п — к)—точечное множество L. Применяя к нему предположение 
индукции, получаем что в нем не более ^г((гг — к ) 2  — г 2) +  г(т~1)
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черных отрезков. Для каждой точки х  из L во множество К  вы­
ходит не более k — 1 черных отрезков (потому, что в противном 
случае, добавляя х к выбранному максимальному подмножеству, 
получаем большее подмножество, в котором все отрезки черные), 
поэтому общее число черных отрезков не больше

к -  1 
2 к

(■п2 -  г2) +
г(г  — 1) 

2

^ 4 3 1 .  (Туран) Покажите, что оценка предыдущей задачи может 
достигаться.

Указание. Разобьем п  точек на г  групп по q +  1 точке и к — г  
групп по q точек. Точки из разных групп соединим черными от­
резками, а точки из одной группы — белыми. Очевидно, среди 
любых к + 1  точки найдется пара точек, лежащие в одной группе 
и соединенные поэтому белым отрезком. Общее число белых от­
резков равно r(q +  l)q / 2  +  ( k - r ) q ( q - l ) / 2  =  ( n ( q - l )  +  r(q +  l ) ) / 2 , 
поэтому общее число черных отрезков равно

п(п  -  1)/2 -  (n{q -  1) +  r{q +  1))/2 =  ^ ^ ( п 2 “  г 2) +

И, наконец, обещанная

Т еорем а 35 (Эрдеш-Шош-Туран). Д ля любого а, 0 <  а <  1, и 
п =  k(a)q +  г, где 0 <  г <  к(а) и q — целое число, справедливо 
равенство

N (a ,n )
к(а) — 1 

2 к(а)
(п2 -  г2) +

г(г  — 1) 
2

Для доказательства нижней оценки достаточно указать п — 
элементное множество с N (a ,n )  диаметрами. Обозначим К  (а) 
какое-нибудь к (а)—элементное множество, в котором любая па­
ра точек образует а—диаметр. Существование такого множества
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вытекает из определения к(а), из него также следует существо­
вание положительного е, такого что расстояние между любыми 
двумя точками из множества К  (а) больше a d +  (а +  1)е, где d — 
диаметр К (а). Пусть п =  k(a)q +  r, 0 <  г < к(а). Опишем окруж­
ности радиуса е/2 с центрами в точках множества К  (а). Внутри 
каждой из первых г  окружностей выберем по q +  1 точке (полу­
ченные множества точек обозначим M i , . . . ,  Мг), а внутри каж­
дой из' остальных к(а) — г окружностей выберем по q точек (по­
лученные множества точек обозначим Мг+\ , . . . ,  М*.(а)). Объеди­
нение М  указанных множеств Mi содержит (q +  l)r  +  q{k(a) — г) 
=  qk(a) +  г  =  п точек. Для любых двух точек х, у  из получен­
ного множества расстояние между ними в силу неравенства тре­
угольник не больше d +  е, поэтому диаметр этого множества не 
больше d +  e. Если х, у взяты из разных множеств Mi, то соглас­
но неравенству треугольника расстояние между х н у  больше 
ad +  (а +  1)е — е =  a(d +  е), поэтому любая пара точек из раз­
ных множеств Mi образует а— диаметр множества М. Так как 
число пар точек, принадлежащих одному множеству Mi, равно 
(q +  l)q / 2  для q +  1 — элементных множеств, и равно q(q — 1)/2 
для остальных к(а) — г множеств, а общее число пар точек равно 
п(п — 1) /2, то число а— диаметров не меньше

п(п -  1)/2 -  r(q +  l)q / 2  -  (к(а) -  r)q(q -  1)/2 =

к -  1 
2 к Сп2 -  г 2) +

г(г  — 1) 
2

Верхняя оценка доказана. Для доказательства верхней оценки 
в произвольном п—элементном множестве отрезки, являющиеся 
а—диаметрами, покрасим в белый цвет, а остальные отрезки — 
в черный. Из определения к(а) следует, что в этом множестве 
не существует к(а) +  1— элементного подмножества, все отрезки 
которого белого цвета. Остается применить задачу 430.

Для применения теоремы надо знать конкретные значения 
ка(а).

^ 4 3 2 . Докажите, что к2 (а) =  3 при < а <  1, 
к2 (а) =  4 при ^  < a <
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к2 (а) =  5 при < а <

к2 {а) =  6 при ± < а <  g , 

к2 (а) >  7 при а < 5,

&з(а) =  4 при < а <  1,

к3 (а) =  5 при ^  <  а <

£з(а) >  6 при а < -щ.
Указание. Применить следующие далее задачи 426, 433,434,36,

437.

^ 4 3 3 . Докажите, что т 2 (А) =  Единственная экстремальная 
конфигурация в этом случае есть есть просто квадрат с единич­
ной диагональю.

Указание. Действительно, если выпуклая оболочка есть тре­
угольник (возможно вырождающийся в отрезок), то одна из его 
сторон видна из четвертой точки (лежащей внутри его) под уг­
лом не меньшим 27г/3, поэтому согласно теореме косинусов квад­
рат длины этой стороны не меньше 2m (M )2 +  2га(М)2 cos 2п/3 =  
3т (М )2, откуда имеем, что т (М ) <  1 /\/3  <  1/-у/2, и, если 
наконец М  совпадает с множеством вершин выпуклого четы­
рехугольника, то наибольший из его углов тупой или прямой, 
поэтому согласно теореме косинусов квадрат длины лежащей 
против него диагонали не меньше 2т (М )2, откуда имеем, что 
т (М ) < 1/ \ / 2, причем равенство возможно лишь когда все уг­
лы четырехугольника прямые и все его стороны равны, т.е. он 
является квадратом.

^ 4 3 4 .  Докажите, что т 2 {5) =  и единственная экстремаль­
ная конфигурация есть правильный пятиугольник с единичной 
диагональю.

Действительно, если конфигурация образует выпуклый пя­
тиугольник A B C D E  (возможно вырожденный), то производя, 
если нужно, перестановку в обозначениях, можно считать, что 
угол АВС не меньше Ък/Ъ (так как если все углы пятиугольника 
меньше 37г/5, то их сумма меньше Зл-, а это невозможно). Тогда
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согласно теореме косинусов

1 >  \АС \ 2  >  2т (М ) 2  +  2т (М ) 2  cos37r/5,

откуда (после некоторых вычислений) имеем, что т (М ) <  1+2̂ , 
причем равенство возможно лишь когда все углы и все сторо­
ны у пятиугольника равны, т.е. он правильный. Если выпуклая 
оболочка множества М  есть четырехугольник или треугольник 
(возможно вырождающийся в отрезок), то одна из точек М  ле­
жит внутри или на границе треугольника (возможно вырожден­
ного), образованного тремя другими точками М, а в этом случае, 
как уже было показано выше,

т (М ) <  1/л/З <

Справедлива следующая теорема, которую мы оставим без 
доказательства.

Теорема 36 (Эрдеш-Бейтмен). Справедливы равенства

=  5 ^ / 5 '  т2(7) =  5'

Следующая задача, некогда предлагавшаяся автором на Все­
союзную олимпиаду, понадобится далее.

^ 4 3 5 * . (ВМО, 1982) Докажите, что для любой внутренней точ­
ки тетраэдра одно из его ребер видно под углом, косинус кото­
рого не больше —1/3.

Указание. Пусть е! ,е2, ез ,е4 — единичные вектора, направ­
ленные из данной точки в вершины тетраэдра. Прямая, прохо­
дящая через в4, пересекает трехгранный угол, образованный век­
торами е! ,е2,ез, поэтому для некоторых X i>  0 имеем

х \е \ +  . . .  +  Х4в4 =  0.

Возводя это равенство скалярно в квадрат и предполагая, что 
косинусы всех попарных углов между этими векторами больше
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-1/3, имеем

о - £ « ?  +  2 £  а д К ч )  > £ « ? - ?  Е XiXi
i=1 l<i<j<4г=1

= l  J 2  х з )2 -  °-
°  l<i<j<4

Следующие две задачи принадлежат известному немецкому 
логику Шютте.

^ 4 3 6 * * . (Шютте) Докажите, что тпз(5) =  \ \ J \ -
Указание. Пусть диаметр множества А, В , С, D , Е  равен 1. 

Возможны два случая (без учета вырожденных): одна точка (на­
пример Е1) лежит в тетраэдре с вершинами в других точках или 
A B C D E  — выпуклый шестигранник, являющийся объединени­
ем двух тетраэдров с общей гранью (A B C D  и E B C D ). В пер­
вом случае одно из ребер, скажем АВ, видно из Е  под углом ф, 
cos ф <  —1/3 согласно задаче 435. Если предположить, что А Е

и B E  больше I то из теоремы косинусов следует противоре­
чие:

31
11 >  |А В |2 =  \А Е \ 2  +  \В Е \2 -  2\АЕ\\ВЕ\ cos ф >  ^ +

Поэтому в этом случае m (A B C D E ) <  m in {A E ,B E } <  \ y j \ -  
Во втором случае прямая А Е  пересекает треугольник B C D  в 
некоторой точке К . Согласно задаче 77 этот треугольник можно 
накрыть кругом радиуса 1 /\/3 , поэтому круги с этим радиусом 
и центрами в B ,C ,D  накрывают этот треугольник, а значит и 
точку К , поэтому можно считать, что В  К  <  1 /\/3 - Поэтому в 
треугольнике А Е В  высота B L  <  В  К  <  1 /\/3 . Можно считать, 
что L лежит на отрезке А Е  (иначе выберем в этом треугольни­
ке меньшую высоту и сменим обозначения). Так как А Е  <  1, 
то можно считать, что AL  < 1 / 2 .  Тогда из теоремы Пифагора 
следует, что

|4 В |2 =  |В £|2 +  \A L?  <  i  +  i  =  I .
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Поэтому m (ABCD E ) < АВ  < \ \J \ -
Если выбрать A ,B ,C ,D ,E  так, что ВС  =  CD  =  BD  =  АЕ  =  

1, АЕ  _L B C D , П £СТ> =  К, В К  =  С К  =  D K  =  1/л/З, то

m (ABCDE) =  ЕВ =  ЕС =  ED =  АВ =  АС =  AD =

^ 4 3 7 * . (Шютте) Докажите, что Шз(б) =
Второе равенство легко вытекает из не очень просто дока­

зываемой теоремы Шютте о том, что множество {М%,. . . ,  Мп} 
точек в трехмерном пространстве, такое, что все углы MiMjMk 
острые, существует лишь при п =  3,4,5. Действительно, если 
множество М  состоит из шести точек, то согласно указанной 
теореме в нем найдется тупоугольный или прямоугольный тре­
угольник, тогда квадрат его наибольшей стороны по теореме ко­
синусов не меньше 2т (М )2, откуда имеем, что т (М ) < 1/л /2- 
Интересно, что равенство здесь достигается на двух различных 
конфигурациях. Одна из них — это правильный октаэдр с еди­
ничной диагональю, а вторая — правильная треугольная призма 
с квадратными боковыми гранями. За доказательством упомя­
нутой теоремы Шютте читатель отсылается к книге [73], задача 
32.

^ 438* . Докажите, что т ^п) и тз(п ) далее монотонно убывают.

^ 439* . Докажите, что < m2(n) < Решение можно най­
ти в [73].

В [69] доказана более точная 

Теорема 37 (Фейеш-Тот). Справедливо равенство

lim nW nlv/n =П—>00

Известно также, что существует Итп_,0Отз(гг)-у/п.
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З а д а ч а  Э р д е ш а - В и н ц е

Обозначим d(n) максимальное значение ш(М),  которое может 
быть у выпуклого п —угольника единичного диаметра. Очевидно 
d(3) =  1.

^ 4 4 0 .  Докажите, что d(4) =  1 /\/2 .
Следующие две задачи принадлежат венгерскому геометру 

Винце.

^ 4 4 1 .  (Винце) Для п, не равного степени двойки,

d(n) =  2 sin

Указание. Примените теорему 13.

^ 4 4 2 * . (Винце) Для п  =  8

d(8) >  2 sin — .
lo

2.13 Задача Лебега о покрышках для 
фигур данного диаметра

Универсальная покрышка для фигур данного диаметра — это фи­
гура, которой можно накрыть (возможно параллельно сдвинув и 
повернув на некоторый угол) любое множество данного диамет­
ра Как найти универсальную покрышку минимальной площади 
(или периметра)? Эту задачу поставил знаменитый Анри Лебег 
в беседе с венгерским математиком Ю.Палом в 1921 г. 

Попробуйте сами решить следующие задачи.

^ 4 4 3 .  Любую фигуру диаметра 1 можно заключить в единич­
ный квадрат, а в меньший квадрат, вообще говоря, нельзя.

^ 4 4 4 .  Любую фигуру диаметра 1 можно заключить в правиль­
ный треугольник со стороной л/3> & в меньший правильный тре­
угольник , вообще говоря, нельзя.

Доказательство следующей теоремы можно найти в [73, 10].
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Теорема 38 (Пал). Любую фигуру диаметра 1 можно заклю­
чить в правильный шестиугольник со стороной \/3 /3„  а в мень­
ший правильный шестиугольник , вообще говоря, нельзя. Впи­
шем в рассматриваемый шестиугольник окружность, выберем 
две не соседние, но и не диаметрально противоположные вер­
шины, и отрежем от него два примыкающих к этим вершинам 
треугольника прямыми, касающимися рассматриваемой окруж­
ности и перпендикулярными к выходящим из этих вершин диа­
метрам шестиугольника. Полученный восьмиугольник также 
является «универсальной покрышкой» для фигур единичного диа­
метра.

Указание. Выберем произвольную прямую I и зажмем дан­
ную фигуру между опорными прямыми, параллельными I. Так 
как на них есть по одной точке фигуры, то ширина полосы между 
этими прямыми не больше 1. Повернем прямую I на 60 градусов 
по часовой стрелке и повторив указанное построение, получим 
еще одну полосу, накрывающую данную фигуру. Повернув пря­
мую I еще на 60 градусов, получим третью полосу. Их пересече­
ние является равноугольным шестиугольником, накрывающим 
данную фигуру. Рассмотрим две его противоположные стороны, 
лежащие на сторонах первой полосы. Если их длины не равны, 
то можно уравнять их следующим образом. Построенный ше­
стиугольник однозначно определялся по направлению прямой I 
Начнем непрерывно поворачивать прямую I по часовой стрел­
ке. Для каждого ее нового положения 1{ф) (определяемого уг­
лом поворота ф) рассмотрим построенный по прямой 1 (ф) равно­
угольный шестиугольник и обозначим длины определенных вы­
ше его сторон через а(ф) и Ь(ф). Можно проверить, что а(ф) и 
Ъ{ф) — непрерывные 2к периодические функции, причем очевид­
но а(ф+тг) =  6(0), 6 (0 + 7г) =  а(ф). Так как непрерывная функция 
/ ( ф) — а(ф) — Ъ(ф) на концах отрезка [0, 7г] принимает значения 
разных знаков / ( 0) =  а(0) — 6(0) =  Ь(ф)—а(ф) =  —/ ( 0), то в неко­
торой точке этого отрезка она равна нулю, т.е. при некотором фо 
Ь(0о) =  а(0о), значит при выборе I =  1 (фо) у построенного шести­
угольника противоположные стороны а и 6 равны. Если расстоя­
ние между ними меньше 1, то его можно увеличить до 1 так, что
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.шестиугольник расширится, но две противоположные стороны 
будут по прежнему равны. Рассмотрим другую пару противопо­
ложных (не обязательно равных) сторон и увеличив (если надо) 
расстояние между ними так, чтобы стороны а и Ь по прежнему 
оставались равными. Повторив (если надо) это преобразование, 
получим накрывающий шестиугольник с равными сторонами а и 
Ь, у которого расстояния между всеми парами противоположных 
сторон равны 1. Этот шестиугольник по длине стороны а опре­
деляется однозначно, если он существует. Если эта длина рав­
на 1/л/З, то он будет правильным. Если длина а меньше 1/л/З, 
а расстояния между всеми парами противоположных сторон по 
прежнему равны 1, то сторона Ь будет больше 1 /\/3 , значит такой 
случай невозможен. Аналогично невозможен случай а >  1 / -\/3- 
Поэтому построенная покрышка — правильный шестиугольник 
со сторонами 1 /\/3  и шириной 1. Впишем в рассматриваемый 
шестиугольник окружность, и отрежем от него шесть примы­
кающих к его вершинам треугольников прямыми, касающимися 
этой окружности в точках ее пересечения его диагоналями. Так 
как расстояния между противоположными треугольниками не 
меньше единицы, внутри одного из них не будет ни одной точ­
ки покрываемой фигуры. Таких пустых треугольников будет не 
меньше трех, и два из них обязательно будут не соседними, но 
и не противоположными. Отрезая их, получим покрышку для 
данной фигуры. Но все такие покрышки конгруэнтны.

Немецкий математик Шпраг показал, что от покрышки Пала 
можно отрезать еще два кусочка дугами двух окружностей так, 
что полученный криволинейный десятиугольник все еще будет 
универсальной покрышкой.

Для трехмерного пространства известны следующие теоре­
мы об универсальных покрышках. Первая из них принадлежит 
американскому математику Гейлу.

Теорема 39 (Гейл). Каждое пространственное тело диамет­
ра 1 можно накрыть правильным тетраэдром с ребром \/б  и 
правильным октаэдром с ребром л/б/2.
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Вторая была независимо доказана израильским математиком 
Грюнбаумом и венгерским математиком Хеппешем.

Теорема 40 (Грюнбаум-Хеппеш). Отрежем от правильного 
октаэдра с ребром \/б /2 три примыкающие к его трем вер­
шинам пирамиды плоскостями, параллельными диагональным 
плоскостям октаэдра и касающимися вписанного в октаэдр ша­
ра. Полученный 11—гранник является универсальной покрышкой 
для тел единичного диаметра.

Доказательства этих теорем можно найти в [10].
В 1997 В.В.Макеев показал, что универсальной покрышкой 

любого множества диаметра 1 является также ромбододекаэдр 
— многогранник, ограниченный 12 одинаковыми ромбическими 
гранями, у которого расстояние между параллельными гранями 
равно 1. Более того, он показал, что от ромбододекаэдра можно 
еще отсечь три куска такими же плоскостями, как и в случае 
октаэдра.

2.14 Задача Борсука
Известный польский математик Кароль Борсук поставил зада­
чу о разбиении произвольного множества на наименьшее число 
частей меньшего диаметра.

Теорема 41 (Борсук). Круг диаметра 1 нельзя разбить на две 
части меньшего диаметра, но можно разбить на три части 
диаметра не больше \/3 /2  каждая, причем на три части еще 
меньшего диаметра круг разбить нельзя. Каждую фигуру диа­
метра 1 можно разбить на три части диаметра <  \/3 /2 .

Указание. Накроем фигуру шестиугольником Пала из теоре­
мы 38. Разрежем его на три равных пятиугольника, опустив из 
центра шестиугольника перпендикуляры три попарно несмеж­
ные стороны. Диаметр каждой из них равен <  \/3 /2 .

Если единичный круг разбит на три части диаметра меньше­
го \/3 /2  каждая, то и его окружность разбита на такие части.
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Но на одной из них обязательно найдутся две точки, ограничи­
вающую дугу не менее 120 градусов. Эти точки удалены друг от 
друга не менее, чем на < \/3 /2 .

Следующая задача принадлежит немецкому математику Лен- 
ЧУ-

^ 4 4 5 * . (Ленц) Каждую фигуру диаметра 1 можно разбить на 
четыре части диаметра <  >/2/2 и на семь частей диаметра < 1/2 
Круг диаметра 1 можно разбить на четыре части диаметра не 
больше >/2/ 2, но на четыре части меньшего диаметра — нельзя, 
его можно разбить на семь частей диаметра не больше 1/ 2, но 
на семь частей меньшего диаметра — нельзя.

Указание. Согласно задаче 443 фигуру диаметра 1 можно на­
крыть квадратом со стороной 1. Разрезая его на 4 равных квад­
рата, получаем получаем 4 части диаметра не больше >/2/2.

Если единичный круг разбит на 4 части диаметра меньшего 
\ /2 /2  каждая, то и его окружность разбита на такие части. Но на 
одной из них обязательно найдутся две точки, ограничивающую 
дугу не менее 90 градусов. Эти точки удалены друг от друга не 
менее, чем на <  \ / 2/ 2.

Согласно теореме 38 фигуру диаметра 1 можно накрыть ше­
стиугольником Пала. Вырежем из него концентричный с ним 
правильный шестиугольник со стороной 1/4 так, чтобы опущен­
ные из его вершин перпендикуляры на стороны большого шести­
угольника попадали точно в середины этих сторон. Эти перпен­
дикуляры вырезают из большого шестиугольника еще б равных 
пятиугольников, диаметры которых равны 1/ 2, как и диаметр 
малого шестиугольника.

Если единичный круг разбит на 7 частей диаметра меньше­
го 1/2 каждая, то и его окружность разбита на не более чем 6 
таких же частей, потому что та часть, которая содержит центр, 
не может содержать точек на окружности. Но тогда на одной из 
них обязательно найдутся две точки, ограничивающую дугу не 
менее 60 градусов. Эти точки удалены друг от друга не менее, 
чем на 1/ 2.
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Следующая задача принадлежит американскому математику 
Грехэму.

^ 4 4 6 * . (Грехам) Круг диаметра 1 можно разбить на пять частей 
диаметра не больше |\/10 — 2\/5, но на пять частей меньшего 
диаметра — нельзя,

^ 4 4 7 . (Московская областная олимпиада, 1982) В квадрате ле­
жат 4 точки. Докажите, что расстояние между какими-нибудь 
двумя из них не больше его стороны , причем эту оценку улуч­
шить нельзя.

^ 4 4 8 . (Москва, 1984) В квадрате лежат 5 точек. Докажите, что 
расстояние между какими-нибудь двумя из них не больше поло­
вины его диагонали, причем эту оценку улучшить нельзя. 

Указание. Разбить квадрат на 4 равных квадрата.

^ 4 4 9 * . В квадрате с единичной стороной лежат три точки. До­
кажите, что среди них найдутся две, расстояние между которы­
ми не больше у/ 8  — 4\/3.

& 450*. (Грехам) Квадрат диаметра 1 можно разбить на две ча­
сти диаметра \/Ш /4, а на две части меньшего диаметра — нельзя, 
его можно разбить на три части диаметра не больше л/130/16, 
но на три части меньшего диаметра — нельзя, можно разбить на 
четыре части диаметра 1/ 2, но на четыре части меньшего диа­
метра — нельзя.

Решение можно найти в [73].

^ 4 5 1 . В правильном треугольнике лежат 6 точек. Докажите, 
что расстояние между какими-нибудь двумя из них не больше 
половины его стороны, причем эту оценку улучшить нельзя. 

Указание. Разбить треугольник на 4 равных треугольника.

^ 4 5 2 . В правильном треугольнике лежат 10 точек. Докажите, 
что расстояние между какими-нибудь двумя из них не больше 
трети его стороны, причем эту оценку улучшить нельзя.
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Указание. Разбить треугольник на 9 равных треугольников.

^ 4 5 3 * . (Грехэм) Правильный треугольник диаметра 1 нельзя 
разбить на две части меньшего диаметра, но можно разбить на 
три части диаметра \/3 /3 , причем на три части меньшего диа­
метра — нельзя, его можно разбить на четыре и пять частей 
диаметра не больше 1/ 2, но на четыре и пять частей меньшего 
диаметра — нельзя.

Решение можно найти в [73].

^ 4 5 4 * . Прямоугольник размера 3 x 4  можно разбить на три 
части диаметра \/10585/32, а на три части меньшего диаметра 
нельзя.

^ 4 5 5 * . (Москва, 1984) В прямоугольнике размера 3 x 4  лежат 
4 точки. Докажите, что расстояние между какими-нибудь двумя 
из них не больше 25/8, причем эту оценку улучшить нельзя.

^ 4 5 6 .  Прямоугольник размера 3 x 4  можно разбить на 5 частей 
диаметра не больше \Д>.

^ 4 5 7 .  (ВМО, 1981) В прямоугольнике размера 3 x 4  лежат 6 
точек. Докажите, что расстояние между какими-нибудь двумя 
из них не больше \/Ъ.

Доказательства следующих двух теорем можно найти в [10].

Теорема 42 (Борсук-Хадвигер). Шар диаметра 1 нельзя раз­
бить на три части меньшего диаметра, но можно разбить на 
четыре части диаметра \ / 3 +  \/3 /6 , причем на четыре части 
меньшего диаметра — нельзя.

Теорема 43 (Грюнбаум). Тело диаметра 1 можно разбить на 
четыре части диаметра, меньшего 0,989.

В 1997 была доказана следующая

Теорема 44 (В.В.Макеев). Тело диаметра 1 можно разбить на 
четыре части диаметра, меньшего 0,98.
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Однако ее доказательство не элементарно.

Борсук предположил, что любое ограниченное множество в 
п —мерном пространстве можно разбить на п +  1 подмножество 
меньшего диаметра. Эта гипотеза была доказана для любых глад­
ких тел, в частности для шара, однако для произвольных тел она 
оказалась неверной, и недавно была опровергнута в простран­
ствах большого числа измерений (см. об этом популярную ста­
тью [62] и книгу [60]).

2.15 Приближение выпуклых фигур 
многоугольниками

Произвольные выпуклые фигуры уже появлялись в этой книж­
ке. Их изучение в свое время вызывало большой интерес, и изло­
жению достигнутых результатов посвящено несколько книг (из 
имеющихся на русском языке см. например [77, 42, 10, 26, 25, 12, 
69]). Эта тема интересна тем, что она достаточно элементарна, 
и многие факты могут быть рассказаны школьникам. Далее мы 
предлагаем подборку задач о выпуклых фигурах, тематически и 
идейно связанных с предыдущим изложением.

В указанной тематике весьма естественной является следую­
щая тема Начинаем, как всегда, с несложных задач.

^ 4 5 8 .  Для любого выпуклой фигуры М  единичной площади 
и любого е, 0 <  е <  1, можно найти содержащий М  выпуклый 
многоугольник площади 1 +  е и содержащийся в М  выпуклый 
многоугольник площади 1 — е.

^ 4 5 9 .  В выпуклую фигуру площади 1 можно поместить тре­
угольник площади 1/4, и можно ее накрыть треугольником пло­
щади 4.

Следующая теорема доказана в 1927 г. немецким математи­
ком Т.Эстерманом.
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^ 4 6 0 * . Выпуклую фигуру площади 1 можно заключить в па­
раллелограмм площади 2. Треугольник площади 1 нельзя заклю­
чить в параллелограмм площади меньшей 2.

Следующая теорема доказана в 1918 г. немецким математи­
ком В. Гроссом.

^>46i** Выпуклую фигуру площади 1 можно заключить в тре­
угольник площади 2. Параллелограмм площади 1 нельзя заклю­
чить в треугольник площади меньшей 2.

Указание. Впишем в М  треугольник А В С  наибольшей пло­
щади, обозначим его высоты ha,hb,hc, построим треугольник 
А \В \С \  так, чтобы его средние линии образовывали треугольник 
А В С  (С  оказалась серединой А \В \  и т.д.), выберем в пересече­
нии М  с треугольником А \В С  точку А?, наиболее удаленную от 
прямой ВС, обозначим расстояние от нее до этой прямой через 
< ,  и аналогично выберем точки В 2 , С*2 и определим расстояния 
dв , d c  (возможно, что выбор точек А, В, С, А 2 , В 2 , С 2  неоднозна­
чен). Заметим, что М  содержится внутри треугольника А В С , 
так как в противном случае в М  нашлась бы точка, удаленная 
от одной из его сторон на расстояние, большее опущенной в этом 
треугольнике на эту сторону высоты, и тогда эта точка образо­
вывала бы с этой стороной треугольник большей площади, чем 
А В С , что противоречит выбору треугольника А В С . Если пло­
щадь треугольника А В С  не больше 1/2, то все доказано, так 
как тогда площадь треугольника А \В \С \  не больше 2. В про­
тивном случае проведем через А 2 прямую, параллельную ВС, 
и аналогично проведем прямые через В 2  и С*2. Эти прямые об­
разуют треугольник А 3 В 3 С3  накрывающий , что доказывается 
также, как накрытие треугольником А \В \С \.

Многоугольник (в невырожденном случае, вообще говоря, ше­
стиугольник) А С 2 В А 2 С В 2  обозначим М 2 , а его площадь — через 
S2 - В силу выпуклости он содержится в нем. Положим для крат­
кости

da
Ка — Т"~ 1 Ь̂ Па

df)
hb , « с

dc
hc
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Можно проверить, что

dc 
hc

где S a b c  >  1/2 — площадь треугольника АВС, откуда имеем 

S a b c  <  т - ------ г-----;---- > «а +  «6 +  «с <  1-1 +  «а +  «Ь +  «с

Можно проверить, что коэффициент подобия треугольников 
Л3В3С3 и А В С  равен 1 +  ка +  кь +  «с» откуда

S A 3 B 3 C 3  =  (1 +  к а  +  к ь  +  k c ) 2 S a b c  <  I  +  к а  +  к ь  +  к с  <  2 .

Следующая теорема принадлежит известному швейцарскому 
математику Г.Хадвигеру.

^ 4 6 2 . Выпуклую фигуру площади 1 можно накрыть прямо­
угольником площади 2. Это неравенство нельзя усилить даже 
для центрально-симметричных фигур.

Указание. Проведем через концы диаметра фигуры перпен­
дикулярные к нему прямые, которые будут опорными для данной 
фигуры. Проведем еще пару опорных для нее прямых, парал­
лельных диаметру. Полученный прямоугольник содержит фи- 
ГУРУ> а она содержит вписанный в него четырехугольник вдвое 
меньшей площади, у которого диагональ совпадает с рассмат­
риваемым диаметром. Ромб с единичной стороной и высотой е 
имеет площадь s =  е, ширину е, диаметр > 2 — е. Если его на­
крыть прямоугольником а х Ъ, а < Ъ, то а >  е, а2  +  Ь2  >  (2 -  б)2, 
откуда

а2 Ь2  >  ((2 -  е)2 -  е2)е2 =  (4 -  4е)е2, 

аЬ >  2бл/1 — е =  2\/1 — es.

^ 4 6 3 . Выпуклую фигуру можно накрыть прямоугольником и 
внутрь ее поместить прямоугольник так, что их стороны будут 
попарно параллельны и в одной паре отношение длин будет рав­
но 2, а в другой паре — 4.

1 =  s(M ) >  S2 =  Sabc  ( 1 +  ка +  +  ксО
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Указание. Проведем через середину диаметра фигуры пер­
пендикулярное ему сечение и рассмотрим вписанный в нее че­
тырехугольник, у которого данные диаметр и сечение являют­
ся перпендикулярными диагоналями. Проведем через вершины 
этого четырехугольника опорные прямые к данной фигуре. Они 
образуют накрывающую эту фигуру трапецию, площадь кото­
рой равна произведению диаметра на длину сечения (которое 
играет роль ее средней линии), и поэтому вдвое больше пло­
щади рассматриваемого четырехугольника. Прямоугольник, об­
разованный серединами сторон четырехугольника, имеет вдвое 
меньшую, чем он, площадь. Данную трапецию можно накрыть 
прямоугольником вдвое большей площади и той же высоты.

^ 4 6 4 .  В выпуклую фигуру площади 1 можно поместить прямо­
угольник площади 1/4.

^ 4 6 5 .  Выпуклую фигуру можно накрыть параллелограммом и 
внутрь ее поместить параллелограмм так, что они будут гомо­
тетичны с коэффициентом 2. Для треугольника уменьшить этот 
коэффициент нельзя.

Указание. Впишем в фигуру четырехугольник наибольшей 
площади. Ясно, что его вершины должны лежать на границе 
фигуры. Существование такого четырехугольника можно дока­
зать элементарно, если данная фигура является многоугольни­
ком. Действительно, тогда передвигая вершину четырехугольни­
ка по сторонам фигуры и замечая, что его площадь линейно за­
висит от положения этой вершины, получаем, что максимальное 
значение эта площадь имеет, когда эта вершина четырехугольни­
ка совпадет с вершиной данного многоугольника. Повторяя эту 
процедуру, можно считать, что все вершины четырехугольника 
лежат в вершинах данного многоугольника. Но таких четырех­
угольников конечное число, и среди них можно выбрать макси­
мальный. Проведем через его вершины прямые, параллельные 
его диагоналям. Полученный параллелограмм содержит в себе 
данную фигуру. Середины сторон рассматриваемого четырех­
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угольника тоже образуют параллелограмм, гомотетичный пер­
вому с коэффициентом 2, и лежащий внутри данной фигуры.

^ 4 6 6 . Для треугольника отношение площадей объемлемого и 
объемлющего параллелограммов не меньше 4, причем это нера­
венство достижимо.

^ 4 6 7 . (Москва,1984) В треугольник площади 1 нельзя поме­
стить параллелограмм площади большей 1/ 2.

^468**. (В.Зюсс) В выпуклую фигуру площади 1 можно поме­
стить параллелограмм площади 1/ 2.

^ 4 6 9 . Выпуклую фигуру можно накрыть треугольником и 
внутрь ее поместить треугольник так, что они будут гомотетич­
ны с коэффициентом 2. Для параллелограмма и круга умень­
шить этот коэффициент нельзя.

Указание. Впишите в фигуру треугольник максимальной пло­
щади и докажите, что треугольник, у которого он является сре­
динным треугольником (образованным средними линиями) удо­
влетворяет условиям задачи.

^ 4 7 0 . Выпуклую центрально-симметричную фигуру можно на­
крыть параллелограммом и внутрь ее поместить параллелограмм 
так, что отношение их площадей будет равно 2.

Указание. Как и в задаче 465 впишем в фигуру четырехуголь­
ник максимальной площади. Можно его выбрать центрально­
симметричным, т.е. параллелограммом, иначе существовал бы 
центрально-симметричный ему относительно центра симметрии 
фигуры другой вписанный четырехугольник имеет общий с ним 
описанный параллелограмм, но тогда в качестве максимально­
го вписанного четырехугольника можно взять параллелограмм, 
образованный серединами сторон описанного параллелограмма. 
Этот параллелограмм имеет вдвое большую площадь, чем впи­
санный в него.

Следующую задачу автор предлагал на Московскую олимпи­
аду.
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& 4 7 1 . (Москва, 1992) В выпуклую центрально-симметричную 
фигуру можно поместить ромб вдвое меньшей площади.

Указание. Диаметр фигуры проходит через центр симметрии. 
Проведем через него перпендикулярное диаметру сечение фигу­
ры. Оно вместе с диаметром образует вписанный в фигуру ромб, 
площадь которого вдвое меньше площади трапеции (на самом 
деле параллелограмма), описанной вокруг данной фигуры (см. 
указание к задаче 463).

^ 4 7 2 .  В выпуклый центрально-симметричную шестиугольник 
площади 1 можно поместить параллелограмм площади 2/3. В 
правильный шестиугольник площади 1 нельзя поместить парал­
лелограмм большей площади. Правильный шестиугольника пло­
щади 1 нельзя накрыть параллелограммом площади, меньшей 
4/3, а параллелограммом площади 4/3  можно.

Ч. Пети доказал, что любую центрально-симметричную фи­
гуру единичной площади можно накрыть параллелограммом пло­
щади 4/3.

А вот еще одна теорема В.Гросса.

^ 4 7 3 .  В выпуклую фигуру можно поместить треугольник, и 
можно ее накрыть треугольником так, что отношение их площа­
дей будет не больше 4. Для круга эти оценки улучшить нельзя. 

Указание. См. указание к задаче 461. Примените теорему 1.

^ 4 7 4 * . В выпуклую фигуру площади 1 можно поместить тре­
угольник площади 3/8, одна из сторон которого параллельна за­
данной прямой, причем это неравенство — точное.

Усиление предыдущей задачи дает следующая теорема

^ 4 7 5 * * . (Бляшке) В выпуклую фигуру площади 1 можно по­
местить треугольник площади >  | .  В эллипс площади 1 по­
местить треугольник площади, большей нельзя, а в фигуру, 
отличную от эллипса — можно.

Обобщением предыдущей теоремы является



2.15. Приближение фигур многоугольниками 197

Теорема 45 (Бляшке-Сасс). В любую выпуклую фигуру площа­
ди 1 можно поместить выпуклый п—угольник площади ^  sin 
причем в эллипс площади 1 поместить п—угольник площади, 
большей 5̂  sin ^  нельзя, а в фигуру, отличную от эллипса — 
можно.

Указание. Выберем в фигуре любой диаметр и построим на 
нем круг. Для простоты выкладок полагаем диаметр равным 2, 
а центр круга совпадающим с началом координат. Рассмотрим 
множество всех вписанных в круг правильных п—угольников. 
Координаты вершин этих п—угольников имеют вид

(cos(t +  2 -Kk/n),sm(t +  2nk/n)), k =  0, . . . ,  n — 1 .

Спроектируем вершины указанного п—угольника на границу дан­
ной кривой и получим вписанный в нее п—угольник Tn(t) с вер­
шинами

(cos(t +  2 irk/n), e(t) sin(t +  2 irk/n)), к =  0, . . . ,  n — 1.

Вычислим его площадь, разбив его на треугольники с общей вер­
шиной в начале координат. Вычисляя площадь каждого из них 
по формуле задачи 165 и суммируя их, имеем формулу для пло­
щади

где U =  t +  2 тгi/n  mod 2 к, в частности to =  t, tn+i =  t +  2 ir(n +  
l ) /n  =  t +  27r/n =  t x. Применяя формулу преобразования разно­
сти косинусов в произведение синусов, получаем более симмет­
ричную формулу

Положим фк =  2irk/N, к =  0, . . .  ,N  — 1, и рассмотрим среднее 
арифметическое

i  £  а д * )  =  2 ^  е(фк +  2 т /п )  sin2{фк +  2 m /п),
N —1
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Меняя в двойной сумме порядок суммирования, имеем 

JV—1 . 2л- п—1 N—1
У ' т„(дп.) =  —

N

1 N ~ l  „• 2тгП -1ЛГ-1  / 0  ,2я/с 2яг \  . о /  27rfc 2яг
1------  sm2 ( —  Н------

п )  \  N  п

• 27Г n—1sm 4т

где
IV sin

_  . . . , 27г / 2жк 2тгг\ . 2 /  2жк 2 т \
Т „ (2ш /п )  =  s m -  X :  « ( 7 Г  +  V  J “  (" Г  + V

% ^ Т лг(27п / п),
JV г=0

fc=0
\  iV п / N  п J

— площадь вписанного в данную фигуру iV—угольника Тдг (^р) . 
Для произвольного е > 0 можно выбрать iV =  N(e) так, что

Ту(27гг/п) >  5(1 — с),

где 5  — площадь данной фигуры (она уже не обязательно еди­
ничная, т.к. выше мы фактически выполнили преобразование по­
добия). 13 Тогда имеем

JL_
N

N - 1

Е  т»(« =
fc=0

sin 27Г

N  sin Щ

П—1
Y , T N{2 m /n )
i=О

>
(1 — e)Sn sin ^  

N  sin Щ

Так как Л?’sin ^  есть периметр правильного N /2 —угольника, впи­
санного в окружность единичного радиуса, то

хг . 2тг 
N  sm —  <  27Г,

N
откуда следует неравенство

1 _
N

N - 1

Е  з д л  >
к= 0

(1 — e)Sn 
2 ж

. 2 7Гsin — . 
п

13 Заметим, что это наименее обоснованное место рассуждения (хотя на 
первый взгляд очевидное). Оно заменяет в доказательстве Сасса использо­
вание интегрального исчисления. Для его строгого обоснования нужно знать 
теорию пределов и строгую теорию площади (жордановой меры). Впрочем, 
если данная фигура — многоугольник, то знание жордановой меры не нуж­
но.
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Из этого неравенства имеем, что для некоторого к =  0 , . . . ,  N  — 1

Тп(Фк) >
(1 — e)Sn 

2 тт
. 27Г sm — . 

п
Значит при любом е >  0 в фигуру площади S  можно поместить 
п —угольник площади, более ^ ~^Sn sin Переходя к пределу,
получаем существование помещенного в фигуру единичной пло­
щади п —угольника, у которого площадь не менее ^  sin

Тот факт, что для любой фигуры, отличной от эллипса, мож­
но получить строгое неравенство, Фейеш-Тот доказал с помощью 
некоторых фактов из теории рядов Фурье, и поэтому мы не мо­
жем поместить это доказательство здесь.

^ 4 7 6 * . Эллипс площади 1 можно накрыть п —угольником пло­
щади ^ sin а п —угольником меньшей площади нельзя.

^ 4 7 7 .  Используя задачу 461, покажите, что для покрытия 
п—угольниками эллипс не является экстремальной фигурой при 
п =  3.

Следующая теорема принадлежит Фейеш-Тоту.

^ 4 7 8 .  Докажите, что каждую выпуклую фигуру можно заклю­
чить между двумя выпуклыми п—угольниками такими, что пе­
риметр большего превосходит периметр меньшего в раз.
Эта оценка не может быть усилена для круга.

Указание. Рассмотрим правильный гг—угольник, накрываю­
щий данную фигуру. Передвигая его стороны параллельно самим 
себе, добьемся их касания с фигурой. Получим описанный вокруг 
нее равноугольный п—угольник. Выбирая на его сторонах по од­
ной точке касания, получаем вписанный в фигуру гг—угольник. 
Эта пара гг—угольников искомая. Действительно, если А ,В  — со­
седние вершины вписанного п —угольника, а С  — лежащая меж­
ду ними вершина описанного, то /.А С В  — ж(п — 2)/п , то в силу 
задачи 42 (АС  +  С В )/А В  максимально в случае равнобедренно­
го треугольника, поэтому А С  +  С В  < А В /  cos (гг/гг). Суммируя 
эти неравенства, получаем Рп < рп/ cos(-7r/ п).

Доказательство следующих теорем можно найти в [69].
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Т еорем а 46 (Фейеш-Тот). Каждую выпуклую фигуру можно 
заключить меж ду двумя выпуклыми п —угольниками такими, 
что площадь большего превосходит площадь меньшего в cos2̂  ̂  у
раз. Эта оценка не может быть усилена для круга.

Т еорем а 47 (Доукер). Обозначим, вписанный в данную выпук­
лую фигуру п —угольник максимальной площади Тп, а описан­
ный вокруг нее п —угольник минимальной площади Un и также 
обозначим их площади. Тогда последовательность Тп выпукла 
вверх, т.е. Тп- \  +  Тп+\ <  2Тп, а последовательность Un выпук­
ла вниз, т.е. Un- \  +  Un+\ > 2Un, п  >  4.

Подобную теорему для периметров доказал Й.Мольнар [69].
Известна также следующая теорема, из которой вытекают 

экстремальные свойства вписанных в окружность и описанных 
вокруг окружности п —угольников.

Т еорем а 48. Среди всех выпуклых п —угольников, вписанных в 
данный эллипс, наибольший периметр имеет п —угольник, впи­
санный в софокусныйи  эллипс. Среди всех выпуклых п —угольни­
ков, описанных вокруг данного эллипса, наименьший периметр 
имеет тот, который вписан в софокусный эллипс.

Доказательство можно найти в [6].
Известно, что среди эллипсов, накрывающих данную выпук­

лую фигуру, имеется единственный эллипс минимальной площа­
ди, и среди эллипсов, содержащихся в данной фигуре, имеет­
ся единственный эллипс максимальной площади. Аналогичные 
факты верны и в многомерном пространстве, а соответствующие 
эллипсоиды называются эллипсоидами Лёвнера.

^ 4 7 9 * . Докажите теорему Лёвнера для центрально-симметрич­
ных выпуклых множеств.

Указание. Минимальный эллипс концентричен с данной фи­
гурой. Действительно, в противном случае эллипс симметрич­
ный минимальному относительно центра фигуры также ее со­
держит, поэтому и пересечение эллипсов ее содержит, но это

14Эллипсы софокусные, если у них совпадают фокусы.
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пересечение можно накрыть эллипсом меньшей площади (для 
доказательства этого достаточно сделать аффинное преобразо­
вание, переводящее эти эллипсы в равные круги, и заметить, 
что их пересечение накрывается меньшим кругом), что ведет к 
противоречию. Если минимальных эллипсов два, то сделав аф­
финное преобразование, можно считать один из них кругом и 
в соответствующей системе координат их уравнения принима­
ют вид х 2  +  у 2  < 1, (х /а ) 2  +  (у/Ь ) 2  < 1,аЬ =  1. Тогда эллипс 
х2(\ +  1/а 2) +  у 2 ( 1  +  1/Ь)2 <  2 тоже накрывает данную фигуру, 
а квадрат его площади, деленной на 7г2, равен

2 2 
1 +  1/а 2 1 +  1 /Ь2  ’

и согласно неравенству о среднем арифметическом и среднем 
геометрическом он меньше (ab) 2  =  1, что опять дает противоре­
чие.

^ 4 8 0 * . Докажите теорему Лёвнера для произвольных выпук­
лых множеств.

Эта теорема верна и в п —мерном пространстве.
Следующая теорема была доказана американским математи­

ком Ф.Джоном с целью применения в функциональном анализе 
(теории банаховых пространств).

^ 4 8 1 * . (Ф.Джон) Докажите, что центрально-симметричное вы­
пуклое множество всегда можно заключить между двумя гомо­
тетичными с коэффициентом \/2 эллипсами.

Указание. Накроем фигуру минимальным эллипсом Лёвнера. 
Сделав аффинное преобразование, можно считать, что это еди­
ничный круг. Допустим, что фигура содержит граничную точку, 
удаленную от центра круга на расстояние меньшее 1 / у/2 , и при­
дем к противоречию. Можно считать, что ближайшая к центру 
эта точка имеет координаты (0, А), где А < 1 /л/2- Тогда данная 
фигура содержит круг х 2  +  у 2  < А2, поэтому прямая у =  А яв­
ляется опорной к этой фигуре, и поэтому прямая у =  — А тоже, 
значит фигура лежит в области х 2  +  у 2  <  1, \у\ < А. Накроем эту



область эллипсом (х /а )2 +  (у/Ь)2 =  1 , (1 — А2) /а 2 +  (А/Ь)2 =  1. 
Его площадь равна
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7Г аЪ =  7Г—;......................
л/1  -  (1 -  А2)/<*2

Она будет меньше 7г, если (аА)2 <  1 — (1 — А2) /о 2, т.е, напри­
мер, при а4 =  (1 — А2)/А 2, так как 2л/1 — А2А <  1. Получается 
противоречие с выбором минимального накрывающего эллипса.

^ 4 8 2 * . Докажите, что параллелограмм нельзя заключить меж­
ду двумя гомотетичными с коэффициентом \/2 эллипсами.

^ 4 8 3 * . Докажите, что единичный квадрат нельзя заключить в 
эллипс площади меньшей 7г/2, и в него нельзя поместить эллипс 
площади 7г/4

^ 4 8 4 .  В центрально-симметричную выпуклую фигуру площади 
1 можно поместить прямоугольник площади 1/7Г.

Указание. Примените задачу 481.

^ 4 8 5 * * . (Ф .Д ж он ) Докажите, что выпуклое множество всегда 
можно заключить между двумя гомотетичными с коэффициен­
том 2 эллипсами.

^ 4 8 6 * . Докажите, что треугольник нельзя заключить между 
двумя гомотетичными с коэффициентом 2 эллипсами.

2.16 Линейные системы выпуклых фигур 
и смешанные площади

Для любого а, 0 <  а  <  1 и любых двух плоских множеств А  и 
В  обозначим а  А  +  (1 — а )  В  множество всех точек, делящих в 
данном отношении 1 — а  : а  отрезки, у которых первый конец 
принадлежит А , а второй — В .  При а  =  1/2 это определение 
переходит в определение полусуммы множеств. В вырожденных
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случаях а  =  0 или 1 множество а  А +  (1 — а) В  совпадает с В  или 
А соответственно.

Следующие задачи являются, в основном, обобщениями со­
ответствующих задач из раздела 2.4. Решения большинства из 
них можно найти в [77, 16, 17].

^ 4 8 7 . Если множества А и В  параллельно передвинуть (воз­
можно на разные вектора), то множество а  А +  (1 — а) В  тоже 
параллельно передвинется.

^ 4 8 8 . Если множества Л и В выпуклы, то и множество аА +  
(1 — а)В  тоже.

Далее рассматриваем только выпуклые множества.

^ 4 8 9 . Симметризация Штейнера относительно одной и той же 
оси фигур А, В, а А + ( \—а)В  удовлетворяет условию выпуклости

aA s  +  (1 -  a )B s  С (аА  +  (1 -  a )B )s .

^ 4 9 0 . Если п—угольники А я В  имеют соответственно парал­
лельные стороны a{,bi, то аА  +  (1 — а)В  есть п—угольник со 
сторонами аац +  (1 — a)bi, соответственно параллельными сторо­
нам сц,Ь{.

^ 4 9 1 . Если множества А и В  имеют периметры р а ,Р в , т0 мно­
жество аА +  (1 — а) В  имеет периметр ар а +  (1 — а)рд.

Указание. Докажите это сначала для п—угольников А я В  
с соответственно параллельными сторонами, потом для произ­
вольных многоугольников, вводя фиктивные стороны нулевой 
длины, а потом перейдите к пределу.

^ 4 9 2 . Если множества А и В  имеют диаметры Da , Db , т о  мно­
жество аЛ +(1 — а)В  имеет диаметр не больший а£)д +  (1 — a)D s-

& 4 9 3 . Если множества А я В  имеют ширину Ъа ,Ьв , т о  множе­
ство аА  +  (1 — а )В  имеет ширину не меньшую оЬа +  (1 — а)Ьв•
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^ 4 9 4 .  Если множества А  и В  имеют внешние радиусы R a , R b > 
то множество а  А +  (1 — а) В  имеет внешний радиус не меньший 
аЯ д +  (1 -  oi) R b .

^ 4 9 5 .  Если множества А  и В  имеют внутренние радиусы Яд, 
R b , т о  множество а  А  +  (1 — а) В  имеет внутренний радиус не 
больший £*Яд +  (1 — a )R b -

^ 4 9 6 .  Докажите, что полусумма множества 2А  (гомотетично­
го с коэффициентом 2 множеству А) и окружности радиуса 2е 
равна е—окрестности множества А

& 4 9 7 .  Верно ли, что полусумма кругов — круг?

^ 4 9 8 * . Верно ли, что полусумма эллипсов — эллипс?
Смешанной площадью S(A , В ) выпуклых фигур А, В  назы­

вается удвоенная площадь фигуры ^(А +  В ), уменьшенная на 
полусумму площадей фигур А, В .

^ 4 9 9 .  Если множества А  и В  параллельно передвинуть (воз­
можно на разные вектора), то смешанная площадь не изменится.

& 5 0 0 .  Смешанная площадь площадь многоугольника и отрез­
ка единичной длины равна длине проекции многоугольника на 
прямую, перпендикулярную этому отрезку.

^*501. Пусть А, В  — есть п —угольники с соответственно парал­
лельными сторонами, и точка О лежит внутри их обоих. Обо­
значим их соответственно параллельные стороны сц, сф и опу­
щенные из О на них высоты через i =  1, ,п  Докажите,
что П П

2 S(A) =  5 > A ,2 S - ( B )  =
г= 1  г= 1

п п

2 S(A,B) =  J 2 < h i +  ^ i h i ,
г=1 г=1

S (aA  +  (1 -  а )В )  =  a?S(A ) +  а(1 -  a)S (A , В) +  (1 -  a ) 2 S(B ).
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Указание. Согласно задаче 490 у п—угольника аА  +  (1а) В  
стороны равны aai +  (la)a', а высоты, опущенные из О на них, 
равны ahi +  (la)/i(. Тогда

П
S(aA  +  (1 — а)В ) =  У ](aaj +  ( 1 а)а[)(а 1ъ1 +  (1 a)h[).

i=1

^ 5 0 2 * . В условиях предыдущей задачи докажите, что

п п

2 S (A ,B ) =  J 2 afihi =  Y , aihi-
г=1 г=1

Указание. Пусть ОС* — перпендикуляр, опущенный из О на сто­
рону AiA{+1 п— угольника А длины а* (или ее продолжение) и 
аналогично определим перпендикуляры ОС[ для п— угольника 
В  (при i =  п под г + 1  понимаем, естественно, 1.) Тогда площадь 
п—угольника А\С'хАч . . .  АпС'пА\ равна

П

5 2-г=1
(нК

(это вытекает из того, что площадь четырехугольника ОЛ*С( 
равна полупроизведению его перпендикулярных диагоналей), и 
аналогично площадь п—угольника A^CiA^ . . .  А'пСпА!1 равна

1
2

п

У  а\Ы.
t=1

Треугольники Л*Л(С* и А\С[А{ имеют общее основание и равные 
высоты, и поэтому равновелики. Отсюда вытекает, что площади 
п—угольников А!ХС\А!2  • • • А'пСпА'х и A\C'xA<i. . .  АпС'пА\ равны.

^ 5 0 3 . Докажите формулу для произвольных выпуклых много­
угольников А, В.

S(aA  +  (1 -  а)В ) =  a 2 S(A) +  а(1 -  а)5(Л, В) +  (1 -  a) 2 S(B)
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Указание. Добавим формально стороны с нулевой длиной, 
можно считать, что многоугольники А, В  имеют попарно парал­
лельные стороны.

^ 5 0 4 * . Смешанная площадь площадь двух многоугольников с 
попарно параллельными сторонами, один из которых описан во­
круг окружности единичного радиуса, равна половине перимет­
ра другого многоугольника.

Указание. Примените задачу 502.

& 505* . Смешанная площадь площадь выпуклой фигуры и еди­
ничного круга равна половине периметра этой фигуры. 

Указание. Переход к пределу в предыдущей задаче.

^ 5 0 6 * . Докажите формулу для площади фигуры

5 (qA +  (1 -  а)В ) =  a?S(A) +  а(1 -  а )5 (Д  В) +  (1 -  a ) 2 S(B)

Указание. Переход к пределу в предыдущей задаче.

2.17 Неравенство Брунна—Минковского
Т еорем а 49 (Брунн—Минковский). Если множества А и В  вы­
пуклы и имеют площади s a , s b , а, множество а  А  +  (1 — а) В  
имеет площадь s, то y/s >  ol̂ /sa +  (1 — а)у /зв- Равенство воз­
можно лишь когда фигуры гомотетичны.

& 5Q 7. Проверьте, что теорема Брунна—Минковского равносиль­
на следующему утверждению. Если множества А я В  выпуклы, 
то их смешанная площадь не меньше среднего геометрического 
площадей А я В. Равенство возможно лишь когда фигуры гомо­
тетичны.

^508***. Докажите, что если множества А  и В  выпуклы, то их 
смешанная площадь не меньше среднего геометрического пло­
щадей А и В. Равенство возможно лишь когда фигуры гомоте­
тичны.
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Указание. Докажем только неравенство, используя метод 
Фробениуса (см. [42]). Опишем вокруг А, В  правильные треуголь­
ники X xYxZx, X 2 Y2 Z 2  с соответственно параллельными сторона­
ми. Опишем вокруг А  равноугольный Зп—угольник М х, три сто­
роны которого лежат на сторонах треугольника X xYxZ x, и ана­
логично построим Зп—угольник М 2 , описанный вокруг В . Для 
любого е >  0 выберем п  =  п(е) так, что

S(A) <  S (M i) < S(A) +  е, S(B ) <  S(M 2) <  S(B ) +  e,

S(A, B) -  e <  S (M 1 ,M 2) <  S(A , В ) +  6.

Продолжим г—ю сторону М х до пересечения со сторонами тре­
угольника X iYiZx  (если она лежит на стороне, то в качестве 
продолжения берем саму эту сторону), и рассмотрим продолже­
ние i +  1 стороны. Эти две прямые высекают из треугольника 
X \Y \Z \  два треугольника с вертикальными углами. Выберем из 
них тот, направление на который из его вершины соответству­
ет ориентации, например, по часовой стрелке. Обозначим этот 
треугольник а его боковые стороны k ,r i, тогда его площадь 
равна

л 1 , . 27Г
Л г  =  - / г Г г  Я П — ,

2 Зп
а так как объединение всех этих треугольников покрывает фи­
гуру A X xYxZ x \  M i, то

Зп . 27Г Зп

s ,  -  S (M ,) =  f > , =  ^ г1 и
z=l г =  1

где S\ =  S (X xYxZx). Аналогично имеем

S 2  -  S(M 2)
sm 2тг Зп  

Зп

i=l

где S2  =  ^(А'гУг^г) и длины боковых сторон маленьких тре­
угольников обозначены Рассмотрим фигуру аА  +  ( la )В,
тогда вокруг нее описан правильный треугольник

Д X Y Z  =  a A X xYxZ x +  (1 -  a) A X 2 Y2 Z 2
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площади S, стороны которого параллельны сторонам A X iY iZ i,  
и равноугольный Зп—угольник М  =  а М \ +  (1 — а )М 2 , стороны 
которого параллельны сторонам Mi. Аналогично случаю мно­
гоугольников Mi его можно разбить на треугольники с углами 
при вершине sin27r/3п  и боковыми сторонами ali +  (1 — а)1[, 
a ri +  (1 — а)г[ (согласно задаче 490). Поэтому

• 27Г Зп

S  -  S (M )  =  £ (< * ( , +  (1 -  a)IJ)(ar, +  (1 -  a)rj).
*= 1

Отсюда в силу подобия треугольников A X iY iZ i,  A X Y Z  имеем

S (M ) =

2тг Зп

i=l

a 2 S\ +  (1 -  a ) 2 S 2  +  2a ( l  -  a ) y / S ^ -

Sln3 i
2тг Зп

^ 2  a2Wi +  (1 -  Oifrir'i +  a ( l  -  а){кг[  +  fy i)  =
i—1

• 27Г 3n
+ ( l - a )2 S 2

sin 2w 3 n  
3 n

J 2 riTi +
г=1 г=1

(
. 27Г Згг

2v ^  -  ^  х > гг+ <Ь)

Но согласно задаче 503

S(M ) =  a 2S(Mi) +  (1 -  a )2S(M 2) +  2 a (l -  a)5(M b M2). 

Поэтому

2S(M 1 ,M 2) =  2 y / S ^ - sinl
2

3 n

+ I'iTi).
i=1



2.17. Неравенство Брунна—Минковского 209

При стремлении п к бесконечности — Ц и г\ — 1[ стремятся к 
нулю. Поэтому п =  п(е) можно выбрать так, что

• 27Г 3 П
S(M!) < S, -  ^  ]Г/? + £,

i=1

- 27г Зп

S(M2) < S2 -  Е ® 2 +
i—l

* 2 ж Зп
5(М Ь М2) > v/ а д  -  kl'i -  е.

i=1
Согласно неравенству Коши-Буняковского

Зп Зп Зп

Е © 2Е '?г(Е В Д 2-
г=1 i=l г=1

Применяя неравенство

ага2  -  ЬгЬ2  >  \ J a \ -  h\\Ja\ -  Ь%

верное, если все разности неотрицательны, имеем

2тг Зп

^ 2 - ŝ ' £ k i ,i > V s ^
sin 2тт

Зп

г=1 1

Зп

Е
г=1
Е«)2Е '2а

Зп

Е
г=1

S i -
• 27г Зп8Ш j Е^

г=1 \
S2

sini
2

Зп

Е('»2’
откуда следует, что

S ( Mi , M 2) -  е > ^ S(MX) -  e \ / S ( M2) -  6.

Так как € >  0 произвольно, то отсюда имеем

S ( M\ , M 2) >
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Нахождение условий обращения этого неравенства в равенство 
требует использования интегрального исчисления, и поэтому 
здесь не приводится.

Неравенство Брунна—Минковского имеет много разных до­
казательств. В [16, 17] можно найти доказательство Б.Н. Делоне 
[29]. Еще одно доказательство можно получить с помощью сим­
метризации Штейнера, теоремы 23 и задачи 489.

^ 5 0 9 .  Если множества А и В  выпуклы, то площадь их полусум­
мы не меньше среднего геометрического их площадей. Равенство 
возможно лишь когда фигуры равны.

Указание. Применить теорему Брунна—Минковского.

^ 5 1 0 .  Докажите, что при симметризации выпуклого множества 
его площадь не уменьшается, а если он не был центрально-сим­
метричным, то увеличивается.

Указание. Применить теорему Брунна—Минковского. 
Следующая теорема уже встречалась в разделе 2.1. Сейчас 

можно получить ее другое доказательство.

Теорема 50 (Люилье). Среди всех выпуклых п —угольников с 
данным периметром и данными направлениями сторон наиболь­
шую площадь имеет описанный вокруг окружности.

Указание. Применить теорему Брунна—Минковского.

Теорема 51 (Роджерс—Шеппард). При симметризации выпук­
лого множества его площадь увеличивается не более чем в пол­
тора раза, причем ровно в полтора раза может увеличится 
только площадь треугольника.

Доказательство этой теоремы можно прочитать в [40].

2.18 Неравенства для выпуклых фигур 
с тремя линейными мерами

Следующие точные неравенства справедливы для произвольной 
выпуклой фигуры М. Большинство из них принадлежит япон­
скому математику Куботе.
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Т еорем а 52 (Кубота). Справедливы неравенства

2\/сР  — 62 +  26arcsin -: <  р  <  2\/<Р — Ь2 +  2 d arcsin
d d

Верхние оценки достигаются только для пересечения круга с 
диаметром d и полосы ширины Ь, имеющих общий центр сим­
метрии. Нижние оценки достигаются для центрально-симмет­
ричной фигуры, состоящей из круга диаметра 6 и двух колпаков 
с вершинами, удаленными от центра круга на расстояние d / 2 , 
и ограниченными двумя касательными к этому кругу.

Доказательство. Выполним симметризацию Минковского дан­
ной фигуры М. Согласно задачам 335,336, 337 получим цент­
рально-симметричную фигуру М* той же ширины, того же пе­
риметра и того же диаметра. Согласно задаче 25 6 =  2r, d =  2R, 
поэтому она содержит отрезок длины d с серединой в центре сим­
метрии и круг радиуса г =  6/2 с центром в нем же. Выпуклая 
оболочка этой фигуры поэтому содержит в себе фигуру из круга 
и двух колпаков, описанную в формулировке теоремы. Следо­
вательно ее периметр р  (он же периметр исходной фигуры) не 
меньше периметра фигуры из круга и двух колпаков, и равен­
ство достигается только когда эти фигуры совпадают. Так как 
площадь исходной фигуры может быть меньше, чем у ее симмет­
ризации, то получить таким же способом точную оценку снизу 
для площади нельзя.

^ 5 1 1 .  Вычислите его и убедитесь, что таков, как указано в фор­
мулировке теоремы.

^ 5 1 2 * . Покажите, что экстремальная фигура определена не од­
нозначно, а именно, существует еще одна фигура с данными диа­
метром и шириной и минимальным периметром, которая не яв­
ляется центрально-симметричной.

Так как ширина фигуры М* равна 6 =  2г, то эта фигура 
лежит внутри некоторой полосы ширины 6 с тем же центром 
симметрии. В то же время она лежит и внутри круга радиуса 
R  =  d /2  с центром в нем же. Поэтому она лежит в пересече­
нии этих фигур и имеет периметр и площадь, не большие, чем
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у указанного пересечения. Так как при симметризации площадь 
не уменьшается, то доказанное неравенство для площади остает­
ся в силе и для исходной фигуры М. Оно очевидно достигается, 
когда эта фигура совпадает с указанным пересечением.

^ 5 1 3 * . Докажите, что

2\/сР  — 4 г2 +  4 г . 2 г arcsm — 
а

< р <  2\ / d? — 4г 2  +  2 d . 2 г arcsm — . 
d

Верхние оценки достигаются только для пересечения круга с 
диаметром d и полосы ширины 2г, имеющих общий центр сим­
метрии. Нижние оценки достигаются только для центрально­
симметричной фигуры, состоящей из круга радиуса г  и двух кол­
паков с вершинами, удаленными от центра круга на расстояние 
d j2, и ограниченными двумя касательными к этому кругу.

Указание. Повторите доказательство теоремы и воспользуй­
тесь тем, что при симметризации внутренний радиус не убывает, 
при расширении множества его выпуклая оболочка расширяется, 
и ее периметр возрастает.

Теорема 53 (Кубота). Справедливы неравенства 

М /2 < s <  6л/d2  — Ь2  +  d2  arcsin
и

Нижняя оценка достигается только для треугольника с осно­
ванием d и шириной Ь, но только при \/3 d >  2Ь (при невыполне­
нии этого неравенства указанный треугольник согласно задаче 
83 не существует). Верхняя оценка достигается для пересече­
ния круга с диаметром d и полосы ширины Ъ, имеющих общий 
центр симметрии.

Доказательство. Верхняя оценка получена при доказатель­
стве предыдущей теоремы. Для получения нижней оценки рас­
смотрим диаметр фигуры и полосу наименьшей ширины, парал­
лельную диаметру и накрывающую фигуру. Возьмем на ее гра­
ничных прямых по одной точке. Добавим к ним концы диамет­
ра и рассмотрим образованный этими точками четырехугольник.
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Он содержится в фигуре, поэтому ее площадь не меньше, чем его 
площадь, которая согласно задаче 83 не меньше Ы /2. Равенство 
возможно лишь когда фигура совпадает с этим четырехугольни­
ком, могущим вырождаться в треугольник, причем его ширина 
в направлении, перпендикулярном диагонали, являющейся диа­
метром, равна Ъ. Но если вырождения не происходит, то ширина 
фигуры меньше Ъ, что невозможно.

Более подробное изложение можно найти в [77] (Кубота там, 
правда, не упоминается).

^ 5 1 4 .  Докажите, что

г \ /  (Р — 4 г2 +  г2(я — 2 arccos - 7 ) <  s <  2r y / d 2  — 4г 2  +  d2  arcsin 
d d

Нижняя оценка достигается только для центрально-симметрич­
ной фигуры, состоящей из круга радиуса г  и двух колпаков с вер­
шинами, удаленными от центра круга на расстояние d j 2, и огра­
ниченными двумя касательными к этому кругу. Верхняя оценка 
достигается для пересечения круга с диаметром d и полосы ши­
рины 2г, имеющих общий центр симметрии.

Указание. Применяя задачу 358, получаем центрально-сим­
метричную фигуру с тем же диаметром и той же площадью, у 
которой г может только увеличится. Площадь этой фигуры не 
меньше, чем площадь круга радиуса г с двумя колпаками.

Т еорем а 54 (Кубота). Справедливо неравенство

(р -  2 d ) y / p ( 4 d - p )  < 4 s <  р(р -  2d),

где а  — корень уравнения p s in a  =  2D a. Верхнее неравенство 
достигается лишь для линзы, полученной при пересечении двух 
равных кругов, у которой их общая хорда равна d, а длина каж­
дой из дуг равна р/2.  Нижнее неравенство достигается при 
р <  3d только для равнобедренного треугольника с боковой сто­
роной d и периметром р.

Доказательство. Докажем верхнюю оценку. Выполним сим­
метризацию Минковского. При этом р, d не меняются, площадь
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не уменьшается. Диаметр делит фигуру пополам. Согласно зада­
че 381 среди таких фигур максимальную площадь имеет линза, 
описанная в формулировке теоремы.

^ 5 1 5 .  Покажите, что вместо симметризации Минковского мож­
но применить симметризацию Штейнера (задача 358). 
При этом площадь и диаметр не меняются, периметр не увели­
чивается, диаметр делит фигуру пополам. Верхнее неравенство 
обращается в равенство только для фигуры, имеющей перпенди­
кулярные оси симметрии, следовательно только для линзы.

Доказательство нижней оценки довольно громоздко. Его мож­
но найти в [77].

Теорема 55 (Кубота). Справедливо неравенство

4s < 2bp — 7Гb2.

Равенство достигается для фигуры, составленной из прямо­
угольника ширины b и длины (р — 7гЬ)/2, приставленных к нему 
с боков полукругов диаметра Ь.

Доказательство. Выполним симметризацию Минковского. 
При этом р,Ь не меняются, площадь не уменьшается. Фигура 
лежит в полосе ширины Ь. Согласно задаче 385 среди таких фи­
гур максимальную площадь имеет прямоугольник с полукруга­
ми, описанный в формулировке теоремы.

^ 5 1 6 .  Покажите, что вместо симметризации Минковского мож­
но применить симметризацию Штейнера относительно оси сим­
метрии наименьшей полосы, содержащей фигуру. При этом ши­
рина и площадь фигуры не меняются, периметр не увеличивает­
ся. При этом получается, что равенство возможно только для фи­
гуры, имеющей указанную ось симметрии, следовательно только 
для прямоугольника с полукругами.

Следующая теорема, предложенная как гипотеза известным 
французским математиком Фаваром, была доказана японцами 
Каваи и Яманути.
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Теорема 56 (Фавар-Каваи-Яманути). Справедливо неравенство

4s >  Ьр---- т=62-
V3

При р >  2у/ 3Ъ равенство достигается для равнобедренного тре­
угольника периметра р  и боковыми высотами Ь.

Неравенство s >  Ъ2  /  \/3 , которое обращается в равенство толь­
ко для правильного треугольника, было доказано в теореме 7.

^ 51 7 * * . При р >  2у/ 3b справедливо неравенство

4s >  bp -  - д Ь 2,

которое обращается в равенство только для для равнобедренного 
треугольника периметра р  и боковыми высотами Ь. 

Доказательство можно найти в [77].
Следующие две теоремы принадлежат датскому математику 

Боннезену.

Теорема 57 (Боннезен). Справедливо неравенство

p r / 2  <  s <  г(р  — кг).

Нижняя оценка достигается только когда многоугольник М  
описан вокруг круга радиуса г. Равенство в верхней оценке до­
стигается для фигуры, составленной из прямоугольника ши­
рины 2г  и длины (р — 7г2г)/2 , приставленных к нему с боков 
полукругов радиуса г.

Доказательство. Нижняя оценка для случая многоугольни­
ков доказана в задаче 29 вместе со случаем равенства. Для про­
извольной фигуры она доказывается рассмотрением описанного 
вокруг фигуры многоугольника и предельным переходом.

В задаче 243 доказано для выпуклых гг—угольников следую­
щее неравенство s <  p r —f r 2, в котором /  =  ctg . .+ ctg  >  
7г, так как /  — полупериметр гг—угольника, описанного вокруг



216 Глава 2. Неравенства для выпуклых фигур и тел

единичного круга. Из этого неравенства следует неравенство тео­
ремы для выпуклых п—угольников. Для произвольной фигу­
ры она доказывается рассмотрением описанного вокруг фигуры 
многоугольника и предельным переходом.

Теорема 58 (Боннезен). Справедливо неравенство
рло гу

R(p -  4R) < s < —— Р(Р ~  4#)>

где а  — корень уравнения р  sin а =  4.Ra. Верхнее неравенство до­
стигается для линзы, полученной при пересечении двух равных 
кругов, у которой их общая хорда равна 2R, а длина каждой из 
дуг равна р / 2 .

О  ф и г у р а х  м и н и м а л ь н о г о  п е р и м е т р а  и  з а д а н н о г о  

д и а м е т р а ,  с о д е р ж а щ и х  д а н н у ю  ф и г у р у

^518**. Докажите, что среди всех фигур диаметра d, содер­
жащих прямоугольник размерами а х Ь, а > Ь наименьший пе­
риметр имеет при d < 2 (а2  +  Ь2)/а  центрально-симметричный 
шестиугольник и его периметр равен

4 ( а + 2 ^ + а * ) '

а при d > 2 (а2  +  Ь2)/а  — параллелограмм, и его периметр равен 

4 ^а +  у/Ь2  +  (d/2 -  а)2)  .

^ 5 1 9 * . Докажите, что для всех фигур диаметра d, содержащих 
правильный шестиугольник со стороной а наименьшее значение 
периметра при d <  4а/у/3 равно 4а +  d, при 4а /\/3  <  d <  2v^3а 
равно ______________

4а +  2 \Jа2  +  ( d — л/З а)2, 

при 2 \/Ъа < d равно 2а +  y/3d.
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^ 5 2 0 * . Если к эллипсу с фокусами С \ , С*2 проведены из точки 
А  касательные А А \, АА^, то углы / .А \А С \  и Z A 2 A C 2  равны.

Следующая классическая теорема принадлежит французско­
му математику 19—го века Шалю.

Т еорем а 59 (Шаль). Даны два эллипса с общими фокусами и из 
точки А  большего из них проведены касательные к меньшему 
эллипсу. Докажите, что сумма длин этих касательных минус 
длина меньшей из дуг эллипса, заключенных меж ду точками 
касания, не зависит от выбора точки А.

& 521**. Докажите, что для всех фигур диаметра d, содержащих 
данный эллипс, наименьший периметр имеет фигура, ограничен­
ная эллипсом и касательными к нему, проведенными из точек, 
расположенных на большой оси эллипса на расстояниях d / 2  от 
его центра.

Н еравенства с трем я линейны ми изм ерениям и дл я  
треугольников и четы рехугольников

В следующих задачах речь идет о треугольниках, если не ого­
ворено противное. Их измерения обозначены, как обычно: d — 
диаметр, h — ширина (т.е. минимальная высота), р — полупе- 
риметр, R  — минимальный радиус накрывающего круга, г — 
радиус вписанного круга.

^ 5 2 2 * . Докажите неравенства

^- +  h2 < p < d - \ ...... ........ ... ^
4 ^2  +  2^ 1  ~ { h / d f

d 1 +
d< р < — |-

— 2
2 R 2  +  2 R R 2 -

(Р 
4 1

Р <
ds

d? — 4г 2 '
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Указание. Применить задачи 47,48. 

^ 5 2 3 * . Докажите неравенства

d
ip ~ d ) y / p ( 2 d - p )  < S <  - y / p i p - d ),

rp =  S <
rd3

d? — 4 r2 '
Указание. Применить задачи 47,48, 46.

^ 5 2 4 * . Докажите неравенства

h <  г  < h

2 +  \ /2  — 2 \/1- 2 0 /I2 1+ 2\Д + S

< г <
d ( л/Д2 -  f^2у /д 2 -  f

ъ ( й + ф р - Ч )  d +  2 ^ 2 R 2 +  2R ^ R ? - f

р  — d
\ / р №  - p ) < r <  - - у / р ( р  ~  d).

& 525* . Докажите неравенства

2{р d d)  y /p(2 d - p )  < h <  \ / p ( p - d ) ,

< h < R + ^ R ? - ^ ,

h <
2  rd 2

d9 — 4 r2
Указание. Применить задачу 523.
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^ 5 2 6 * . Докажите, что при d j2 < h <  \fbdj2

d? h d \ / 2 d2  -  2 dVd2 -  h2
8Л +  2 " Л - ------------- 2ft

а в общем случае

-  <  R  <  шах 
2 “  “

d2  h d \ / 2 d2  -  2 dVd 2  -  h2  

8h +  2 ’ 2 h
2 h.

Указание. Диаметр равен наибольшей стороне, a h равно опу­
щенной на нее высоте. При фиксированных d ,h  вершина тре­
угольника лежит на прямой, параллельной его диаметру (осно­
ванию), и в то же время она лежит в пересечении двух кругов с 
центрами в концах диаметра и с радиусами, равными диаметру.

^ 5 2 7 * . Для четырехугольников диаметра d и периметра р  мак­
симальная площадь равна

шах ^ 2 ~  ^ 2)

Указание. Рассмотреть случаи, когда диаметр равен диаго­
нали, и когда он равен стороне.

^ 5 2 8 * . Среди выпуклых четырехугольников, у которых дана 
сумма трех сторон, и два угла, образованные ими, максималь­
ную площадь тот, в который вписан полукруг с диаметром на 
четвертой стороне.

Указание. Зафиксируем среднюю сторону. Две остальные сто­
роны при продолжении образуют угол известной величины. Тре­
угольник, образованный этим углом и четвертой стороной, имеет 
максимальную площадь тогда и только тогда, когда он равно­
бедренный, значит четырехугольник с фиксированными одной 
стороной и суммой двух сторон, смежных с ней, а также с фик­
сированными углами, образованными этими сторонами друг с 
другом, имеет максимальную площадь тогда и только тогда, ко­
гда углы при его четвертой стороне равны. Отразим этот че­
тырехугольник симметрично относительно этой стороны. Объ­
единив оба этих четырехугольника с общей стороной, получим
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выпуклый шестиугольник с известным периметром и известны­
ми углами, симметричный относительно одной из своих диагона­
лей, площадь которого вдвое больше площади данного четырех­
угольника. Согласно теореме 12, среди таких шестиугольников 
наибольшую площадь имеет описанный вокруг окружности. В 
силу симметрии ее центр лежит на диагонали, т.е. на четвертой 
стороне четырехугольника.

^ 5 2 9 .  Среди четырехугольников, у которых все стороны, кро­
ме одной, равны а, максимальную площадь имеет половина пра­
вильного шестиугольника.

Указание. См. следующую задачу.

^ 5 3 0 .  Среди п— угольников, у которых все стороны, кроме од­
ной, равны а, максимальную площадь имеет половина правиль­
ного 2 (гг — 1)—угольника.

Указание. Отразить п—угольник симметрично относительно 
стороны, не равной а. В объединении с исходным получим (воз­
можно невыпуклый) равносторонний 2(п — 1)—угольник. Среди 
таких максимальную площадь имеет правильный.

^ 5 3 1 .  Среди 2п  +  1—угольников диаметра d и ширины \ /Zd/2 
найти имеющий минимальный периметр.

2.19 Неравенства для тетраэдра

Тетраэдром называется произвольная треугольная пирамида (не 
обязательно правильная). Будем пользоваться следующими обо­
значениями. Объем тетраэдра обозначим V, площади граней — 
S i ,  г =  1, 2,3,4,  площадь поверхности — S  =  S \  +  S ?  +  S3 +  54. 
Высоту, опущенную из вершины на грань Si, обозначим hi, i =  
1,2,3,4.  Минимальную из высот обозначим h. Длины ребер тет­
раэдра обозначим а, Ъ, с, а\,Ь \, с\ (одинаковые буквы соответству­
ют скрещивающимся ребрам), периметр тетраэдра Р  — а + Ь + с +  
а.\ +  Ъ\+с \ ,  диаметр тетраэдра D  — тах{а , Ь, с,а\ ,  Ъ\, сД , сумма 
квадратов ребер S — а2  +  Ь2  с2  +  а\  +  Ь2  +  с2. Радиус вписан­
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ного шара обозначим г. Радиус наименьшего шара, содержащего 
тетраэдр, обозначим R.

^ 5 3 2 .  Докажите, что в любом тетраэдре есть ребро, к которому 
примыкают только острые плоские углы.

Указание. В качестве этого ребра можно взять диаметр.

^ 5 3 3 .  Докажите, что 6D  >  Р  >  3D.

^ 5 3 4 .  Докажите, что h{Si =  ЗУ.

6 5 3 5 .  Докажите, что ЗУ =  Sr.

6 5 3 6 .  Докажите, что 1/r =  l / h \  +  \jh<i +  1/hs  +  I / /14. 
Указание. Примените задачи 535, 534.

^ 5 3 7 .  Докажите, что 2r > ( h j 2  +  Щ 2  +  Щ 2  +  /1J 2)-1/2 >  h/2.  
Указание. Примените задачи 536, 210.
Бивысотой тетраэдра назовем отрезок, соединяющий скре­

щивающиеся ребра тетраэдра и перпендикулярный им. Длины 
бивысот обозначим Ц, г =  1,2,3.  Минимальную из бивысот обо­
значим I.

^ 5 3 8 .  Докажите, что бивысоты равны расстояниям между 
скрещивающимися ребрами тетраэдра.

Бимедианой тетраэдра назовем отрезок, соединяющий сере­
дины скрещивающихся ребер тетраэдра. Длины бимедиан обо­
значим mi, i =  1,2,3. Минимальную из бимедиан обозначим т.

^ 5 3 9 .  Докажите, что бимедианы тетраэдра пересекаются в од­
ной точке, называемой центром тяжести тетраэдра, и делятся в 
ней пополам.

^ 5 4 0 .  Верно ли, h > l l  Верно ли, h <11

4^541. Тетраэдр имеет равные грани тогда и только тогда когда 
его противоположные ребра равны.
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^ 5 4 2 .  Тетраэдр имеет равные грани тогда и только тогда когда 
его бимедианы являются бивысотами.

Указание. Примените задачу 541.

^ 5 4 3 .  Тетраэдр имеет равные грани тогда и только тогда когда 
его грани равновелики.

Указание. Примените задачу 542.

^ 5 4 4 .  Тетраэдр имеет равные грани тогда и только тогда когда 
его высоты равны.

Указание. Примените задачи 543, 534.

^ 5 4 5 .  Докажите, что г  >  h /4 и равенство возможно только для 
равногранного тетраэдра.

Указание. Примените задачи 536, 544.

^ 5 4 6 .  Докажите, что

h <  —р — j.:-.''.-,-" 3, - - <  4г <  у/Н\Ъф^Ч  <
у  (h-i 2 +  h2 2 +  h3 2 +  hA 2) /4

< +  ft2 + k3 +  k i  < +  h i +  h i + h })/4 .

Равенства возможны лишь для равногранного тетраэдра. 
Указание. Примените задачи 536, 210, 544.
Медианой тетраэдра назовем отрезок, соединяющий верши­

ну тетраэдра с центроидом (точкой пересечения медиан) проти­
воположной грани. Длины медиан обозначим Мг, г =  1,2,3,4.

^ 5 4 7 .  Докажите, что медианы тетраэдра пересекаются в одной 
точке, совпадающей с центроидом (центром тяжести) тетраэдра, 
и делятся в этой точке в отношении 3 к 1. Докажите, что радиус- 
вектор центроида тетраэдра равен среднему арифметическому 
радиус-векторов вершин тетраэдра.

Плоскость, проходящая через ребро тетраэдра и делящая по­
полам противоположное ребро, называется медианной плоско­
стью.
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^*548. Докажите, что медианные плоскости тетраэдра делят его 
объем пополам и пересекаются в его центроиде.

Указание. Медианная плоскость разбивает тетраэдр на два, 
имеющие общее основание и равные высоты, и проходит через 
через медианы, проведенные из концов ребра, лежащего на ней.

^ 5 4 9 .  (Адам) Докажите, что Зг <  R. Равенство возможно лишь 
для правильного тетраэдра.

Указание. Тетраэдр, образованный центроидами его граней, 
подобен исходному с коэффициентом 1/3. Описанная вокруг ма­
лого тетраэдра сфера имеет радиус R / 3 и пересекается со всеми 
гранями большого тетраэдра (или касается их). Поэтому
R / 3 >  г.

Плоскость, делящая двугранный угол при данном ребре тет­
раэдра пополам, называется биссектральной плоскостью этого 
угла.

^ 5 5 0 .  Докажите, что биссектральные плоскости тетраэдра пе­
ресекаются в одной точке, совпадающей с центром вписанного 
шара.

^ 5 5 1 .  Докажите, что объем тетраэдра можно выразить через 
его двугранный угол а  при ребре а и площади S i , S 2  граней, 
содержащих это ребро по формуле

^ 5 5 2 .  Биссектральная плоскость делит противоположное реб­
ро тетраэдра пропорционально площадям граней, соединяемых 
этим ребром.

Указание. Рассмотреть два тетраэдра, на которые она делит 
данный тетраэдр. Согласно задаче 551 отношение их объемов 
равно отношению площадей граней, между которыми она про­
ведена. Рассматривая эти тетраэдры со стороны общего осно­
вания, получаем, что отношение их высот(равное отношению, в 
котором делится противоположное ребро) равно отношению пло­
щадей граней, соединяемых этим ребром.
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Отразим медианную плоскость относительно биссектральной 
плоскости, проходящей через то же ребро. Полученную плос­
кость назовем симедианной плоскостью.

^ 5 5 3 .  Докажите, что медианная плоскость делит двугранный 
угол, образованный гранями с площадями Si, S2, на углы ац, 
так, что sin a i /s in  =  S2 /S 1 .

Указание. Рассмотреть два тетраэдра, на которые она делит 
данный тетраэдр. Согласно задаче 548 их объемы равны. Соглас­
но задаче 551 поэтому Si sinai =  S2 sin 02-

^ 5 5 4 .  Докажите, что симедианная плоскость угла между гра­
нями с площадями S i,S 2 делит противоположное ребро в отно­
шении S j/S f. Эта плоскость есть геометрическое место точек, 
расстояния от которых до этих граней относятся как S1/S 2.

Указание. Рассмотреть два тетраэдра, на которые она делит 
данный тетраэдр. Согласно задачам 553,551 отношение их объ­
емов равно S i/S f . У них общее основание, поэтому отношение 
высот тоже равно S^/Sf. Значит и противоположное ребро, из 
концов которого проведены эти высоты, делится симедианной 
плоскостью в отношении S i /S |.  Рассмотрим высоты тетраэдров, 
опущенные на грани Si, S2. Так как объемы тетраэдров относят­
ся как S i/S f , то эти высоты относятся как S1/S 2.

^ 5 5 5 . Докажите, что симедианные плоскости пересекаются в 
точке Люилье (см. задачу 270).

Используя специальную терминологию, предыдущую задачу 
можно сформулировать следующим образом: точка Люилье изо­
гональна центроиду тетраэдра.

^ 5 5 6 * . Точка Люилье лежит в плоскости, проходящей через 
середину бивысот.

^ 5 5 7 * . Плоскость, проходящая через бимедиану и середину со- 
отвествующей бивысоты проходит также через точку Люилье 
(т.е. все три такие плоскости проходят через точку Люилье).
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Прямую, проходящую через центр описанной вокруг данной 
грани окружности перпендикулярно грани, назовем срединным 
перпендикуляром к этой грани.

^ 5 5 8 .  Докажите, что срединные перпендикуляры тетраэдра пе­
ресекаются в центре описанного вокруг него шара.

^ 5 5 9 * . (Лейбниц) Докажите, что сумма квадратов расстояний 
от произвольной точки до вершин тетраэдра принимает мини­
мальное значение в центроиде тетраэдра и это значение равно

9 {M l +  М | +  М | +  M l ) / 16 =  6/4.

Указание. Обозначим г*, i =  1 , . . . ,  4, и г  вектора, направлен­
ные из центроида тетраэдра в его вершины и данную точку. Сум­
ма квадратов расстояний от нее до вершин тетраэдра равна

-  г ) 2  =  4г 2 +  J 2  г? -  2 5 > , г )  =
i= 1 i=1 i=1

^Er.? = D3M</4)2-
i= 1 i=1

Так как

6  =  a 2  +  b2  +  c2 +  a 2  +  b2  +  с2  =  ^  (r* -  r j)2 =
l<i<j<4

3 Х л ? - 2  (гь о ) .
i=l l<i<j<4

4
0 = ( п + г2 +  гз +  Г4)2 =  5 ] л2 +  2 Y 2

i=1

a
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* =  4 £ г.2 =  Е 9М.2/4-

^ 5 6 0 .  Из точки Люилье опущены перпендикуляры на грани 
тетраэдра. Докажите, что она совпадает с центроидом тетраэдра, 
образованного основаниями этих перпендикуляров.

Указание. Возьмем любую другую точку «тетраэдра проек­
ций» и опустим из нее перпендикуляры на грани данного тетра­
эдра. Сумма их квадратов больше суммы квадратов расстояний 
до граней от точки Люилье (см. задачи 270, 555), а значит, и до 
вершин тетраэдра проекций, и меньше суммы квадратов рассто­
яний от нее до вершин тетраэдра проекций. Согласно задаче 559 
это означает, что точка Люилье совпадает с центроидом тераэдра 
преоекций.

^ 5 6 1 .  Докажите, что 45/9 =  М / +  М | +  М | +  М | < 64722/9.
Указание. Примените задачу 559.

^*562. Докажите, что М\ +  М2 +  М3 +  М4 <  1672/3.
Указание. Примените задачи 561 и 210.

^ 5 6 3 .  Докажите, что равенства в трех предыдущих задачах 
возможны только для правильного тетраэдра.

Указание. Центроид совпадает с центром описанной сферы 
только лишь у правильного тетраэдра. Действительно, пусть гг, 
г =  1, . . .  ,4, — равные по длине вектора, направленные из цен­
троида тетраэдра в его вершины. Очевидно, что среди них нет 
попарно противоположных. Так как их длины равны, а сумма 
равна нулю, то попарные углы между ними равны, иначе сумма 
двух из них будет длиннее суммы двух остальных и сумма всех 
четырех будет отлична от нуля. Возводя скалярно в квадрат ра­
венство r*i +  Г2 +  гз +  Г4 =  0, получаем, что косинусы попарных 
углов между векторами равны —1/3, т.е. такие же, как в случае 
правильного тетраэдра.
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^ 5 6 4 .  Докажите, что

Ah <  16r <  hi +  h2  +  h3  +  h4  <  M x +  M2 +  М3 +  М4 <  1672/3

16/г2 <  64r2 < h\ +  +  h\ +  h\ <  45/9 =

=  М.\ +  М | +  м |  +  м |  <  64Д2/9.

Указание. Примените задачи 561, 562, 546.

^ 5 6 5 .  Докажите, что неравенства в предыдущей задаче пре­
вращаются в равенства только для правильного тетраэдра, за 
исключением двух первых неравенств в цепочках.

Указание. Если в тетраэдре высоты совпадают с медианами, 
то он правильный. Действительно, пусть г$,г =  1 , . . . , 4 , — векто­
ра, направленные из центроида тетраэдра в его вершины. Совпа­
дение высот с медианами означает, что гДгг — Дз) =  гДгз — г  4 ) =  
О, откуда Г1Г2 =  Г1Г3 =  Г1Г4, а так как гг +  гз +  г 4 =  —/4 , то 
—г \  =  Г1Г2 +  Г]Гз +  Г1Г4 =  Зтдгг, то гдгг =  —г2/ 3, аналогично 
Г1Г2 =  —г2/ 3, значит |п | =  |т”21, и аналогично получаем, что все 
д  равны по длине.

Проведем через каждое ребро тетраэдра плоскость, парал­
лельную противоположному ребру. Построенные шесть плоско­
стей ограничивают параллелепипед, описанный вокруг тетраэд­
ра.

^ 5 6 6 .  (Сервуа) Докажите, что ребра этого параллелепипеда 
равны бимедианам тетраэдра, высоты равны бивысотам тетра­
эдра, а объем в три раз больше объема тетраэдра.

^ 5 6 7 .  У равногранного тетраэдра описанный параллелепипед 
прямоугольный.

Указание. Примените задачи 566, 542.

^ 5 6 8 .  (Штейнер) Передвинем ребро тетраэдра параллельно са­
мому себе так, чтобы его перпендикулярная проекция на парал­
лельную ему грань параллелепипеда делилась пополам проти­
воположным ребром тетраэдра. Докажите, что при этом объем 
тетраэдра не меняется, а площадь поверхности уменьшится.



228 Глава 2. Неравенства для выпуклых фигур и тел

Указание. При этой операции площади двух граней не меня­
ются, а сумма площадей остальных граней уменьшается в силу 
неравенства

у /а 2  +  х 2  +  у /а 2  +  у 2  >  Чу/а2  +  ((х +  у ) /2)2.

^ 5 6 9 .  Не изменяя объема тетраэдра и уменьшая его поверх­
ность, можно получить тетраэдр, у которого бивысота является 
бимедианой, т.е. в описанном вокруг него параллелепипеде одно 
из ребер перпендикулярно его грани.

Указание. Применить два раза операцию предыдущей зада­
чи.

^ 5 7 0 .  Не изменяя объема тетраэдра и уменьшая его поверх­
ность, можно получить тетраэдр, у которого все бивысоты явля­
ется бимедианами, т.е. описанный вокруг него параллелепипед 
будет перпендикулярным.

Указание. Применить два раза предыдущую задачу.

^ 5 7 1 .  Докажите, что для тетраэдра из предыдущей задачи

v  = h h h /з, s  > ч ф щ  + 1Щ + l2l2.

Указание. Проверить, что все грани тетраэдра равны. Найти его 
ребра по теореме Пифагора. Площадь грани найти по формуле 
Герона.

^ 5 7 2 * . Обозначим S* вектора, поставленные на грани тетраэдра 
перпендикулярно им, и направленные вне его, и имеющие дли­
ны, равные площадям соответствующих граней. Докажите, что 
сумма этих векторов равна нулю.

Указание. Проверить, что проекция’суммы всех векторов на 
любой из них равна нулю. Для этого применить формулы для 
площади проекции плоской фигуры.

Задача 572 имеет обобщение для произвольного выпуклого 
многогранника и следующее «физическое» решение. Заполним 
многогранник идеальным газом. Сила давления газа на грани
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пропорциональна их площадям и перпендикулярна граням. Сум­
ма сил должна равняться нулю, иначе многогранник полетит.

^ 5 7 3 * . Докажите, что длина вектора Si +  Sj  равна 3V /h i j ,  где 
V  — объем тетраэдра, a /гу — бивысота, опущенная из ребра 
тетраэдра, являющегося пересечение граней Si, Sj, на скрещива­
ющееся ребро.

Указание. Вектор S{ +  Sj параллелен бивысоте /гу . Прове­
сти плоскость через пересечение граней Si, Sj и бивысоту /г у . 
Она разбивает тетраэдр на два. Вычислить их объемы, умножая 
площади граней Si, Sj на треть соответствующей высоты. Длину 
высоты вычислить, умножив Лу на косинус угла между /?,у и 
вектором Si (соответственно Sj.) Объемы тетраэдров сложить и 
воспользоваться тем, что проекция вектора Si +  Sj на бивысоту 
/гу равна его длине.

^ 5 7 4 .  Докажите для произвольного тетраэдра неравенство Р  <  
Vos, которое обращается в равенство только для правильного 
тетраэдра.

Указание: примените задачу 210.

5̂75*. Найдите тетраэдр а) наименьшего объема б) наимень­
шей поверхности в) наименьшего периметра (суммы ребер), у 
которого наименьшая из высот равна h.

5̂76. (Польша, 1978) Докажите, что для любого тетраэдра

ЛГ2 + tq ‘2 + щ 2 + ъ г2 = q 2 + q 2 + q 2.

Указание. См. указание к задаче 577.

5̂77. Докажите, что I < ((q 2  +  q 2 +  q 2)/З)-1/2 <  2\/3г. Ра­
венства возможны лишь для правильного тетраэдра.

Указание. Возводя Si +  Sj скалярно в квадрат, и применяя 
задачу 573, имеем

S2 + S2 +  2(St, Sj) =  \Si +  Sj\2 =
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Суммируя эти неравенства по всем парам г <  j ,  получаем, что

3-£sf + 2 J2 №.$)= Е 1?г
i=l l<i<j<4 *i 3

= 2Е (ЗУ)2

П

Так как сумма векторов Si равна нулю, то возводя ее скалярно 
в квадрат, имеем

Е $  + 2 Y. №.■%) = о,
l<i<j<4i=1

поэтому из предыдущего равенства следует, что

fs? = t (3V)2
i=1

1?
г=1

Применяя задачу 534, имеем

(ЗУ)2 ^  (ЗУ)^  (ЗУ)2 ^  (ЗУ)2
2s h? ~ ^  z? ’
г=1 1 1=1 1

откуда

Елг2 = Е гг2-
г=1 г=1

Из задачи 537 следует, что 2r >  (Zf2 +  l% 2  +  ZJ2)-1/2 откуда 

Z < ((Zj~2 +  Ц-2 +  Ẑ 2) / 3)"1/2 <  2л/3г

Равенство возможно лишь когда все 5* равны, т.е. тетраэдр рав­
ногранный, и когда все бивысоты равны, т.е он вписан в куб.

^ 5 7 8 * . Среди всех тетраэдров с данными основанием и опу­
щенной на него высотой минимальную поверхность имеет тот, в 
котором эта высота опускается в центр круга, вписанного в осно­
вание. Докажите, что в этом тетраэдре высоты боковых граней, 
опущенные на стороны, лежащие на основании, равны.
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Указание. Пусть стороны основания равны а,Ь,с, высота рав­
на Л. и опускается в точку, удаленную от сторон основания на 
расстояния da,db,dc. Из теоремы о трех перпендикулярах, тео­
ремы Пифагора и формулы для площади треугольника следует, 
что удвоенная боковая поверхность тетраэдра равна

S =  ay/h2 + d2  + byj h2 + d% +  cyjh2 +  d2,

а удвоенная площадь основания равна s =  ada+bdb+cdc. (послед­
няя формула справедлива всегда, но если высота не попадает на 
основание, то некоторые из чисел da,db,dc отрицательны ). По­
лная а +  6 +  с =  р, а  =  а /р ,р  =  Ь /р^ с/р , имеем а, Р ,7 >  О, 
а  +  Р -1- 7 =  1, и радиус вписанного в основание круга равен 
г =  s /p  — adа +  (3db +  7dc. Тогда задача сводится к доказатель­
ству равенства

. • S
mm — =

Olda+Pdb+jdc=r р

— min a \ / h 2  +  d2 +  p y /h 2  +  dl +  'jy /h 2  +  d2  =  \ /h 2  +  r2.
ada+Pdb+y/dc=r *

Для его доказательства рассмотрим вектора va =  (h ,da), Vf, =  
(,h, db), vc =  (h , dc) и заметим, что ava+Pvb+-yvc =  (h, r ), поэтому 
из неравенства треугольника имеем

a y /h 2  +  d2  +  P \jh 2  +  d% +  7 y jh 2  +  d2  =  a\va\ +  P\vb\ +  7 Ы  >

\ava +  Руь +  'Yvd =  V h 2  +  r 2.

Решение с помощью принципа Лагранжа можно найти в [65].

^ 5 7 9 .  Тетраэдр является правильным тогда и только тогда, ко­
гда каждая высота в нем опускается в центр вписанного в про­
тивоположную грань круга.

^ 5 8 0 * . Докажите, что неравенство 5  > 37/62У2/3 обращается в 
равенство только для правильного тетраэдра. Докажите, что сре­
ди всех тетраэдров данного объема минимальную поверхность 
имеет только правильный.
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Указание. Применить задачу 571 и неравенство задачи 89. 
Можно также применить задачи 578 и 579.

^ 5 8 1 .  Докажите, что неравенство г  <  3_ 1/62_ 1V'1/3 обращается 
в равенство только для правильного тетраэдра. Докажите, что 
среди всех тетраэдров описанных вокруг данного шара мини­
мальную поверхность и минимальный объем имеет только пра­
вильный.

Указание. Применить задачу 580 и задачу 535.

^ 5 8 2 * . Докажите для произвольного тетраэдра неравенства

к  > S > ft*

которые обращаются в равенства только для правильного тетра­
эдра.

Указание. Применим задачу 578 к одной грани тетраэдра, ко­
торую назовем основанием. Тогда можно считать, что все дву­
гранные углы при этой грани равны, и обозначить их величину 
через ф. Пусть /7-высота, опущенная на основание и На, Нь,Н с — 
высоты, опущенные из вершин основания на противоположные 
грани, aha,hy,hc — высоты самого этого основания. Применяя 
теорему о трех перпендикулярах, имеем

ha sin ф =  На, hb sin ф =  Щ, hc sin ф =  Нс, sin ф =
Н

л/Я2 +  г2 ‘

Так как min{ha,hb,hc} >  h/s in  0, то площадь и полупериметр 
основания удовлетворяют неравенствам задач 84, 83

^  h2 (H 2  +  г 2) ^  h ^ 3 (H 2  +  г2)
s >  —  —- ,р  >  —■

уД н 2 н
откуда для объема и площади поверхности тетраэдра имеем нера­
венства

h2 (H 2  +  г2)
V =  зН / 3 >

3 V 3H

О , ГТ-,..V-r-̂ h2 (H 2  +  r 2) , V3h(H 2  +  r 2)S =  s +  p^ .2  +  f f 2 > _ _ _  + ------ -------- .
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Из неравенства задачи 78 следует, что

min{ha, hb, hc} >  h _  h\Jr2 +  Я 2 
Г ~  3 — 3 sin ф 3Я  ’

а значит, r2 >  (hH)2 / (9Я 2 — h2), откуда имеем

ЗуД У  ^ Я 2 +  г2 ^ 9Я 3
/г2 “  Я  ~  9Я 2 -  h2  ’

ч/35  ̂ ^ Лг2 , 3(Я 2 +  г2) ^ Д2(й +  ЗЯ) 27Я3 +  h3

h h ~ Н 2 +  Я  -  +  9 H 2 - h 2  9Я 2 — h2

Так как Н  >  h, и при фиксированном h правые части этих нера­
венств возрастают с ростом Я  (это можно проверить дифферен­
цированием), то полагая Я  =  h, имеем

3V3V  9h V3S  , ^ 7/г
1 г г Р Т - ‘ > у .

откуда и следуют неравенства задачи. Равенства возможны лишь 
при h =  Я, г2 =  Я2/ 8, sin ф =  2 \/2 /3 , т.е. только для правильного 
тетраэдра.

Другое решение можно получить, используя задачи 581,545. 

& 583*. Докажите для произвольного тетраэдра неравенство

Р 2  >  12л/3S

которое обращается в равенства только для правильного тетра­
эдра.

Указание. Согласно теореме 1 для площади треугольника 
справедливо неравенство

4 \/3 s <  2(ab +  ас +  Ьс) — а 2  — Ь2  — с2.

Применяя эти неравенства к каждой грани тетраэдра и склады­
вая их почленно, имеем

аЬ +  о с+  Ьс+ Й1&1 +  а,\С\ +  b\C\ +  a,(bi +  cj) +  b(a i +  щ) +  c(bi +  eti) —
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—а2 — Ъ2  — с2 — a 2  — b\ — с2  >  2 \/3 S'.

Остается поверить тождество Р 2 =

=  6(aM -ac+6c+ o ib i+ a iC i+ 6iC i+ a (b i+ c i)+ 6(a i+ c i)+ c (b i+ a i))—

—6(a2 +  6 2 +  с2 +  а2 +  Ъ\ +  с2) +  3((а -  a i)2 +  ( b  -  Ъх)2 +  (с -  C i ) 2 ) +  

2((а +  ai -  Ь -  b i ) 2 +  (а +  ах -  с -  c i)2 +  (с +  сх -  b  -  b i ) 2 ) .  

Равенство возможно, лишь когда все ребра тетраэдра равны.

^*584*. Докажите для произвольного тетраэдра неравенство

S  < V3S/6,

которое обращается в равенства только для правильного тетра­
эдра.

Указание. Примените к каждой грани неравенство задачи 
refper

а ^ а2  +  Ь2  +  с2 

4V3
и сложите их почленно. Равенство возможно, лишь когда все 
ребра тетраэдра равны.

^ 5 8 5 .  Докажите, что для любой внутренней точки тетраэдра 
сумма косинусов углов, под которыми из нее видны его ребра, 
не меньше —2, косинус одного из этих углов не больше —1/3, а 
другого не меньше —1/3.

Указание. Пусть е \ ,е 2 ,е з ,е 4  — единичные вектора, направ­
ленные из данной точки в вершины тетраэдра. Возводя сумму 
этих векторов скалярно в квадрат, имеем

4

О < ei +  2 ] С  (е*’ ei)  =  4 +  2 cos а ^ -
1=1 l<i<j<4 l<i<j<4

Отсюда следует, что сумма косинусов углов a^j не меньше —2, 
а значит один из них не меньше —1/3. Из задачи 435 вытекает, 
что один из них этих косинусов, не больше —1/3.
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^ 5 8 6 .  (Москва, 1982) Докажите, что если из внутренней точки 
правильного тетраэдра все его стороны видны под равными уг­
лами, то эта точка — его центр. Докажите такое же утверждение 
для куба.

^ 5 8 7 .  Докажите, что центр наименьшего шара, содержащего 
данный тетраэдр, лежит внутри этого тетраэдра.

^ 5 8 8 .  Докажите неравенство

VS < AR <  л/бD,

которое для правильного тетраэдра обращается в равенство.
Указание. Применить задачи 585, 564, 587. Пусть ребро тет­

раэдра видно из центра объемлющей сферы радиуса R  под углом 
a, cos а: < —1/3. По теореме косинусов квадрат длины этого реб­
ра не меньше 2R 2  +  2R2/3  =  SR2 /3. Но длина этого ребра не 
больше D.

Теорема 60. Для произвольного тетраэдра справедливы нера­
венства

^ W  ^ V s  р  V s r  р

Г ~ 2^3 _  V8V27  ~ 12\/б ~ 12 “  3 “  2л/б’

каждое из которых превращается в равенство только для пра­
вильного тетраэдра.

Доказательство следует из утверждений задач 588, 584, 583, 
581, 580.

2.20 Неравенства для параллелепипеда
Пусть v — объем произвольного параллелепипеда, s — среднее 
арифметическое площадей его граней (площадь поверхности, де­
ленная на 6) /  — среднее геометрическое площадей его граней, 
g — среднее геометрическое длин его ребер, е — среднее ариф­
метическое длин ребер, Н  — среднее геометрическое его высот.
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^ 5 8 9 .  Докажите, что объем параллелепипеда не меньше про­
изведения его высот. Равенство справедливо только для прямо­
угольного параллелепипеда.

Указание. Пусть hi — высоты, опущенные на грани Si с пло­
щадями Si. Так как v =  h±s\, то достаточно доказать, что si >  

Обозначим Ы2, h3  высоты параллелограмма S\ (если Л.2 — 
это высота, опущенная из вершины грани S\ на грань S 2 , то 
высота параллелограмма S i , опущенная из той же вершины обо­
значается h2). Тогда Ы{ >  hi, поэтому согласно задаче 159 si >  
h2 h3  >  Дг^з-

^ 5 9 0 .  Докажите, что объем параллелепипеда не меньше квад­
ратного корня из произведения площадей всех трех его различ­
ных граней. Равенство справедливо только для прямоугольного 
параллелепипеда.

Указание. Так как Si =  v /h i, то

\/в1Д2«3 =
vy/v

Остается применить задачу 566.

^ 5 9 1 .  Докажите, что произведение площадей трех различных 
граней параллелепипеда не превосходит произведения длин ше­
сти его ребер. Равенство справедливо только для прямоугольного 
параллелепипеда.

Указание. Если длины ребер параллелепипеда равны a i, 02, аз, 
то достаточно перемножить неравенства

Si <  П2а3> s2 <  0103, S3 <  0102-

Т еорем а 61 (Ньютон-Маклорен-Сасс). Д ля произвольного па­
раллелепипеда справедливы неравенства

H < f f i < y / f < y / s < e ,  y / f  < g < e .

Равенства справедливы только для прямоугольного параллеле­
пипеда. Равенства y/v =  y/J, y/v =  у/s ,  y/v =  e справедливы
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только для куба. Для прямоугольного параллелепипеда справед­
ливо также неравенство g <  y/s <  е <  D /V 3. В равенство оно 
обращается только для куба.

Доказательство.
Из неравенств задач 590,591, 210 следует цепочка неравенств 

\ / v <  V 7  < g < e .
Эту цепочку неравенств можно обобщить на случай п — мер­

ных параллелепипедов (и соответственно удлинить), и, как пока­
зано в [80], применить к доказательству неравенства Сасса для 
определителей п—го порядка (см. [7]).

Неравенство /  <  s следует из неравенства о среднем ариф­
метическом и среднем геометрическом. Неравенство y/s <  е по­
лучается сложением неравенств

si <  0203, S2 <  о хаз, S3 <  ахаг

и применением последнего неравенства задачи 86.
Неравенство е < D / y / 3 получается применением неравенства 

задачи 87, если заметить, что диаметр прямоугольного паралле­
лепипеда равен его главной диагонали D — у / а \  +  а | +  а |.

Цепочка неравенств %/v < y/s <  е <  D/y/ З  является геомет­
рической интерпретацией теоремы 2. Ее тоже можно обобщить 
на п — мерные параллелепипеды (и соответственно удлинить).

Опять тетраэдр

^ 5 9 2 * . (Москва, 1985) Докажите для произвольного тетраэдра 
неравенства

^  < h h h  <  v  <  m im 2 m 3  

3 -  3 -  -  3
и найти условия их обращения в равенства.

Указание. Применить задачу 566 и теорему 61.

^ 5 9 3 .  Найдите тетраэдр а) наименьшего объема б) наименьшей 
поверхности в) наименьшего периметра (суммы ребер), который
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можно выпилить из доски толщины Ь, а из доски меньшей тол­
щины выпилить нельзя.

Указание. На первый взгляд кажется, что ширина b тетра­
эдра равна h — его минимальной высоте. Но на самом деле она 
равна min{/, h} — минимуму из высот и бивысот тетраэдра. Для 
правильного тетраэдра m in{/,/i} =  I. Далее примените задачи 
592 и 583. Экстремальные тетраэдры будут правильными.

То, что мы называем шириной тетраэдра, является частным 
случаем более общего понятия — колмогоровского поперечни­
ка, которое можно определить для компактных множеств даже 
в бесконечно-мерных пространствах. Нульмерный колмогоров­
ский поперечник тетраэдра равен R  — радиусу минимального 
шара, содержащего этот тетраэдр. Удвоенный двумерный кол­
могоровский поперечник совпадает с шириной b данного тетра­
эдра. Вычисление одномерного поперечника даже для правиль­
ного тетраэдра — очень трудная задача. Она равносильна выпи­
ливанию данного тетраэдра из прямого кругового цилиндра наи­
меньшего радиуса. Все колмогоровские поперечники правильно­
го п —мерного тетраэдра были вычислены С.В.Пуховым [58].

Ясно, что все указанные выше экстремальные свойства пра­
вильного тетраэдра можно сформулировать в терминах его кол­
могоровских поперечников.

Справедлива также следующая теорема, которую мы остав­
ляем без доказательства.

Т еорем а 62 (Лагранж—Серре). Среди всех тетраэдров с дан­
ными площадями граней наибольший объем имеет ортоцентри- 
ческий тетраэдр (у которого все высоты пересекаются в одной 
точке).

Доказательство можно найти в [44], задача 26, стр. 32-35.
Читателю, пытающемуся самостоятельно доказать эту тео­

рему, полезно использовать следующую задачу, а также задачи 
572, 580.

^ 5 9 4 .  Из четырех векторов, построенных по данному тетраэд­
ру A B C D  в задаче 572 можно составить 6 пространственных
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четырехугольников, выпуклые облочки которых являются тет­
раэдрами. Доказать, что их объемы равны и однозначно опре­
деляются по объему данного тетраэдра. Если противоположные 
двугранные углы любого из построенных тетраэдров прямые, то 
тетраэдр A B C D  ортоцентрический. Произвольный тетраэдр ор- 
тоцентрический тогда и только тогда, когда его скрещивающие­
ся ребра перпендикулярны. Тетраэдр ортоцентрический тогда и 
только тогда, когда его высоты опускаются в ортоцентры граней 
(точки пересечения их высот).

2.21 Некоторые теоремы о выпуклых 
многогранниках и телах

Здесь приведены, в основном без решений и указаний, некото­
рые стереометрические обобщения и аналоги планиметрических 
теорем и задач их предыдущих разделов.

Основные определения понятий выпуклого тела, выпуклого 
многогранника, опорной плоскости, диаметра, ширины и т.п. вво­
дятся по аналогии с соответствующими «плоскими» понятиями.

Следующая теорема иногда позволяет из утверждений, дока­
занных для многогранников, выводить утверждения для произ­
вольных ограниченных выпуклых тел.

Теорема 63 (Минковского о приближении). Произвольное огра­
ниченное выпуклое тело можно заключить между сколь угодно 
тесно расположенными подобными выпуклыми многогранника­
ми (т.е. для любого выпуклого тела К  и любого е, 0 <  е <  1, 
можно найти содержащий К  выпуклый многогранник V, та­
кой, что подобный ему с коэффициентом 1 —е будет содержать­
ся в К .

С помощью этой теоремы понятие объема произвольного огра­
ниченного выпуклого тела можно определить как предел по­
следовательности объемов приближающих его многогранников. 
Такое представление об объеме произвольного выпуклого тела 
достаточно для понимания всех следующих теорем, но все же
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предупредим не знающего об это читателя, что строгое построе­
ние теории объемов (и поверхностей) совсем нё просто (непросто 
даже строго определить понятие объема выпуклого многогран­
ника) и отослать интересующегося этими вопросами читателя, 
например, к книге [70] .

Теорем а 64 (Юнг). Для произвольного (не обязательно выпук­
лого) многогранника М  (и вообще для любого замкнутого огра­
ниченного пространственного тела) R (M ) <  y/3/8d(M).  Нера­
венство обращается в равенство лишь когда в тело М  можно 
вписать правильный тетраэдр того же диаметра, вписанный 
во объемлющую сферу тела М.

Доказательство. Уменьшая радиус объемлющей сферы, мож­
но добиться ее касания множества М  в четырех точках. Если эта 
сфера минимальная для множества М, то она будет минималь­
ной и для вписанного в нее тетраэдра, и поэтому ее центр будет 
лежать внутри его. Остается применить задачу 588.

В п —мерном пространстве множитель Юнга равен \J  2 п+2 ‘

Теорем а 65 (Бляшке—Штейнхаген). Для выпуклого многогран­
ника М  (и вообще для любого замкнутого выпуклого простран­
ственного тела) Ь(М) <  2х/3г (М) .  Неравенство обращается в 
равенство лишь для правильного тетраэдра.

Доказательство. Увеличивая радиус сферы, лежащей внут­
ри множества М, можно добиться либо ее касания двух парал­
лельных опорных плоскостей этого множества, либо ее касания 
четырех опорных плоскостей этого множества, образующих со­
держащий его тетраэдр, описанный вокруг этой сферы. В первом 
случае расстояние между этими плоскостями равно 2г(М) ,  отку­
да

Ь(М) <  2г (М)  <  2\/Зг(М ).

Во втором случае заметим, что ширина множества М  не боль­
ше ширины объемлющего тетраэдра, а последняя не больше его 
минимальной бивысоты I. Применяя задачу 577, имеем

Ъ(М) <  I <  2л/3г(М).
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В 1921 немецкий математик Штейнхаген перенес теорему 
Бляшке в гг—мерное пространство. Множитель Бляшке оказался 
равен (2п +  2) /Цп  +  2 при четном п и 2Цп при гг нечетном.

Т еорем а 66 (Бляшке). В выпуклое тело единичного объема 
можно вписать тетраэдр объема

2

В шар единичного объема тетраэдр большего объема вписать 
нельзя.

Эта теорема также имеет обобщение на гг—мерное простран­
ство.

Следующая теорема доказана польскими математиками.

Теорема 67 (Белецки—Радзишевски). В выпуклое тело единич­
ного объема можно поместить параллелепипед объема 2/9.

Для аналогичной задачи в п —мерном пространстве Хадвигер 
получил оценку п~п.

Теорема 68 (Ауэрабах). Центрально-симметричное выпуклое 
тело можно заключить между параллелепипедом и октаэдром, 
образованным центрами его граней. В центрально-симметрич­
ное выпуклое тело единичного объема можно вписать цент­
рально-симметричный октаэдр объема не меньше 1/6. Вокруг 
центрально-симметричного выпуклого тела единичного объема 
можно описать параллелепипед объема не больше 6.

Указание. Среди всех октаэдров, вписанных в данное тело 
так, что их центры симметрии совпадают, выберем октаэдр наи­
большего объема. Рассмотрим параллелепипед, у которого цен­
тры граней совпадают с вершинами октаэдра. Этот параллеле­
пипед содержит данное тело, так как иначе объем выбранного 
октаэдра можно было бы увеличить. Отношение объемов парал­
лелепипеда и октаэдра равно 6.

Теорема 69 (Хадвигер). Выпуклое тело единичного объема 
можно поместить в прямоугольный параллелепипед объема 6.
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Указание. Спроектируем тело на плоскость и полученную вы­
пуклую фигуру накроем прямоугольником вдвое большей пло­
щади (см. задачу 462). Рассмотрим прямоугольный параллеле­
пипед, проектирующийся в этот прямоугольник, и содержащий 
данное тело. Можно считать, что его грани, параллельные дан­
ному прямоугольнику, содержат по одной точке данного тела. 
Рассмотрим выпуклую оболочку множества, состоящего из этих 
двух точек и рассматриваемой фигуры. Она является объеди­
нением двух обобщенных конусов, основанием которых служит 
эта фигура, а вершинами — данные точки. Объемы конусов рав­
ны Shi/З,  где S  — площадь фигуры, a hi — высоты конусов. 
Основание параллелепипеда — это прямоугольник площади 2S, 
а высота равна hi +  h,2 , поэтому его объем равен 2S(hi +  h^) и в 
шесть раз больше объема рассматриваемой выпуклой оболочки, 
а значит не более чем в шесть раз больше объема всего данного 
тела, которое ее очевидно содержит.

В п —мерном пространстве вместо 6 надо взять п!

Т еорем а 70 (Роджерс-Шеппард). При симметризации выпук­
лого многогранника его объем увеличивается не более чем в два 
с половиной раза, причем ровно в два с половиной раза может  
увеличится только объем тетраэдра.

В п—мерном пространстве коэффициент изменения объема 
равен 2“/ ( ^ ) .

Теорем а 71 (Грюнбаум). Выпуклое тело можно заключить 
меж ду двумя подобными с коэффициентом 3 тетраэдрами. Для  
центрально-симметричных тел этот коэффициент 3 умень­
шить нельзя.

Указание. Впишем в тело тетраэдр наибольшего объема и 
через каждую его вершину проведем плоскость, параллельную 
противоположной грани. Эти плоскости ограничивают тетраэдр, 
подобный (но не гомотетичный) данному с коэффициентом 3. 
Меньший тетраэдр при этом образуется центрами граней боль­
шего тетраэдра. Больший тетраэдр содержит в себе данное тело
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(в противном случае внутри тела содержался бы тетраэдр, од­
на из граней которого совпадает с гранью малого тетраэдра, но 
большего объема, что невозможно). Если тело центрально- сим­
метрично, то оно имеет два симметричных друг другу относи­
тельно его центра максимальных вписанных тетраэдра. Но оба 
эти тетраэдра нельзя накрыть подобным им тетраэдром с коэф­
фициентом подобия меньше 3.

Теорема 72 (Штейнер-Шварц). Среди всех тел с данным объ­
емом наибольшую поверхность имеет шар. Среди всех тел с 
данный объемом наименьшую поверхность имеет шар.

Эта теорема также переносится на п—мерное пространство. 
Однако определение понятий объема и площади поверхности не 
элементарно даже в трехмерном случае.

Теорема 73 (Бибербах). Среди всех тел с данным диаметром 
наибольший объем и наибольшую поверхность имеет шар. Сре­
ди всех тел с данный объемом или данной поверхностью наи­
меньший диаметр имеет шар.

Эта теорема без изменений переносится на гг—мерное про­
странство.

Указание. Применить симметризацию Минковского.

Теорема 74 (Брунн—Минковский). Если тела А и В  выпуклы и 
имеют объемы г>д, vg , а множество аА  +  ( 1 — а)В  имеет объем 
и, то tyv >  af /vA +  (l  — a)$CuB. Равенство возможно лишь когда 
фигуры гомотетичны.

Эта теорема переносится на п —мерное пространство с заме­
ной 3 на п.

Формула Штейнера обобщается на пространственный случай 
следующим образом. Объем е—окрестности выпуклого много­
гранника равен

Н  +  5 е  +  М е 2 +  у е 3 ,

где V — его объем, S  — площадь поверхности, М  =   ̂ а / . где 
сумма берется по всем его ребрам, I — длина ребра, а  — угол при
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этом ребре, дополняющий до 7г двугранный угол многогранника 
при этом ребре.

Для произвольных выпуклых тел величина М  определяется 
более сложно, и мы здесь не будем ее определять.

Т еорем а 75 (Минковский). Д ля произвольного выпуклого мно­
гогранника справедливы неравенства

S 2 >  3V M , М 2  >  4тг5.

^ 5 9 5 .  Выведите из этой теоремы теорему 72.
Первое неравенство теоремы 75 уточняется в следующей тео­

реме, доказанной в 1943 г. немецким математиком Г. Болем.

Теорем а 76 (Г. Боль). Для произвольного выпуклого многогран­
ника справедливы неравенства

S 2  >  3V  ^  I tg а/2.

Некоторым аналогом теоремы Люилье для пространства про­
извольной размерности является следующая теорема, доказан­
ная подданным Российской империи известным финским мате­
матиком Линделефом.

Теорем а 77 (Линделеф). Среди всех выпуклых многогранников 
данного объема и с данными направлениями граней наименьшую 
поверхность имеет многогранник, описанный вокруг шара.

Существование и единственность многогранника с данными 
площадями и данными направлениями граней утверждает тео­
рема Минковского. А.Д.Александров дал элементарное доказа­
тельство более сильного утверждения, но оно слишком сложно, 
что поместить его здесь.

Следующие теоремы являются обобщениям аналогичных не­
равенств, доказанных в предыдущих разделах для тетраэдра и 
параллелепипеда.
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Теорема 78 (Фейеш-Тот). Объем выпуклого многогранника с е 
вершинами, /  гранями и к ребрами, содержащего шар радиуса 
г , не меньше

(п — 2)(3tg 2 u>n — 1) sin2o;n,

где и>п =  |  ̂ 2- У многогранник с п вершинами объем не меньше

Все равенства достигаются только для правильных многогран­
ников.

Здесь уместно объяснить (тем кто не знает), что правильным 
многогранником называется выпуклый многогранник, у которо­
го все грани равные правильные многоугольники и все много­
гранные углы равные и правильные (т.е. имеют равные двугран­
ные углы между соседними гранями). Кроме правильного тет­
раэдра и куба, есть еще правильный октаэдр (восьмигранник) 
—• двойственный кубу правильный многогранник, который об­
разован центрами граней куба, и имеет поэтому 6 вершин и 8 
треугольных граней (в свою очередь центры граней октаэдра об­
разуют куб) , а также додекаэдр (двенадцатигранник), который 
имеет 12 пятиугольных граней и 20 вершин, и взаимно двой­
ственный ему (в том же смысле, что и куб с октаэдром) икосаэдр 
с 20—ю треугольными гранями и 12 вершинами. Доказательство 
существования всех этих многогранников и отсутствия других 
имеется в последней книге Евклида (как утверждают иногда, 
Евклид писал монографию о правильных многогранниках, а для 
того, чтобы явно их построить и проверить все их замечатель­
ные свойства, ему пришлось написать и предшествующие этой 
одиннадцать книг, составивших знаменитые «Начала»).

У многогранник с п гранями объем не меньше

—  ( n - 2 ) ( 3 t g 2wn -  1).
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Выпуклость в определении правильного многогранника важ­
на, потому что в 19 веке французский математик Пуансо на­
шел 4 невыпуклых (так называемых звездчатых) многогранника, 
которые удовлетворяют всем остальным условиям определения 
правильных многогранников, и которые стали называть невы­
пуклыми правильными многогранниками (или телами Пуансо, 
а выпуклые правильные многогранники еще с древности назы­
вают телами Платона), после того, как выяснилось, что других 
правильных звездчатых многогранников нет. Впрочем, невыпук­
лыми телами мы здесь не интересуемся, и сделав это отступле­
ние, опять возвращаемся к экстремальным свойствам выпуклых 
многогранников.

Теорема 79 (Фейеш-Тот, Флориан). Объем выпуклого много­
гранника с е вершинами, /  гранями и к ребрами, содержащегося 
в шаре радиуса R, не больше

2 к о 
y cos

7г/ 7Ге

2 к ^ 2 к
ctgz

яе
2к

Rd

У многогранник с п вершинами объем не больше

п — 2 
6 (3 — ctg2 и>п) ctgwn.

Для произвольного выпуклого многогранника справедливо нера­
венство

R
г

7Г 7Г 
> tg -  tg 

р q

где р =  2 k/  f  — среднее число сторон одной грани, q =  2 k/е  — 
среднее число число ребер, выходящих из одной вершины. Для 
произвольного выпуклого многогранника с п вершинами или с п 
гранями справедливо неравенство

R
— > VztgUn  г

Все равенства достигаются только для правильных многогран­
ников.
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Т еор ем а 80 (Фейеш-Тот). Д ля произвольного выпуклого п —гран- 
ника справедливо неравенство

S s
~у2  >  54(п “  2)(4sin2o;n -  l ) t g w n,

причем равенство достигается для куба и правильного додека­
эдра.

Из всех правильных многогранников обобщаются на п —мер­
ные пространства (при п >  4) только тетраэдр (там его называют 
правильным п —мерным симплексом), куб и октаэдр. Для произ­
вольного п —мерного симплекса справедливо неравенство

S n ^ Пгп/ 2{п +  1)(п+1)/2

V й - 1 ~  п\ ’

где V  — его объем, a S  — площадь поверхности. Для гг—мерного 
параллелепипеда справедливо неравенство

СП
^ = Т  -  (2")"•

Доказательства можно найти в [70].

Н екоторы е задачи  Ш тей н ер а  
о поверхностях и объ ем ах

^ 5 9 6 .  Из всех призм с одинаковой высотой и общим основани­
ем наименьшую (как боковую, так и полную) поверхность имеет 
прямая призма.

^ 5 9 7 .  Из всех призм с общим основанием и одинаковой поверх­
ностью наибольшую высоту и объем имеет прямая призма.

^ 5 9 8 .  Из двух прямых правильных призм, призма имеющая 
больше боковых граней, имеет:

а) меньшую поверхность при равенстве высот и равновелико- 
сти оснований обеих призм;
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б) большее основание и больший объем в случае равновели- 
кости боковых поверхностей и равенстве высот;

в) большую высоту и больший объем, если основания и боко­
вые поверхности соответственно равновелики;

г) меньшее основание и большую высоту, если боковые по­
верхности и объемы соответственно равновелики;

^ 5 9 9 .  Куб имеет наибольший объем среди всех параллелепипе­
дов с данной поверхностью.

Указание. См. теорему 61.

^ 6 0 0 .  Куб имеет наименьшую поверхность среди всех паралле­
лепипедов с данным объемом.

Указание. См. теорему 61.

^ 6 0 1 .  Среди всех п —гранных призм с данной величиной боко­
вой поверхности наибольший объем имеет правильная прямая 
призма, основание которой составляет шестую часть полной по­
верхности. Эта призма описана вокруг шара, который касается 
ее боковых граней в их центрах.



Главным в обстановке гостиной, в которой мы сидели, 
тем, что так сильно отличало ее от гостиной в нашем доме, 

было невероятное количество книг. Книги были повсюду. 
Не только все стены комнаты, коридора и маленькой прихожей 

были увешаны полками от пола до потолка, 
но и на полу лежали книги высокими стопками. 

Апостолос Доксиадис, «Дядя Петрос и проблема Гольдбаха», 1992.
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Дополнительные главы.

■/Драгалин А. Г. Конструктивная теория доказательств и нестандартный анализ.
/Фреге Г. Логика и логическая семантика.
/Гладкий А. В. Введение в современную логику.
/Гамов Г., Стерн М. Занимательные задачи.
/Карпенко А. С. Развитие многозначной логики.
/Карпенко А. С. Логики Лукасевича и простые числа.
/Карпенко А. С. Фатализм и случайность будущего: Логический анализ.
/Бахтияров К. И, Логика с точки зрения информатики.

Серия «Физико-математическое наследие: основания математики и логика»
/  Чёрч А, Введение в математическую логику.
/Гудстейн Р.Л. Математическая логика.
/Бурбаки Н. Теория множеств.
/Хаусдорф Ф. Теория множеств.
/Френкель А. А., Бар-Хиллел И. Основания теории множеств.
/Лебег А. Об измерении величин.

Серия «Физико-математическое наследие: теория функций*
/Курант Р. Геометрическая теория функций комплексной переменной.
/Привалов И. И. Субгармонические функции.
/Бор Г. Почти периодические функции.
/Артин Э. Введение в теорию гамма-функций.
/Князев П. Н. Интегральные преобразования.

Дискретная математика
/Харари Ф, Теория графов.
/Оре О. П>афы и их применение.
/Оре О. Теория графов.
/Емеличев В. А., Зверович И. Э., Мельников О. И., Сарванов В. И.,

Тышкевич Р. И. Теория графов в задачах и упражнениях.
/Емеличев В. А., Мельников О. И. и др. Лекции по теории графов.
/Мельников О. И. Теория графов в занимательных задачах: Более 250 задач 

с подробными решениями.
/Мельников О, И. Незнайка в стране графов: Юным математикам и программистам. 
/Мельников О. И. Обучение дискретной математике.
/Деза Е. И., Модель Д. Л. Основы дискретной математики.
/ Панюкова Т.А. Комбинаторика и теория графов.
/Березина Л. Ю. 1)>афы и их применение.
/Малинин Л. И., Малинина Н.Л. Изоморфизм графов в теоремах и алгоритмах. 
/Родионов В. В. Методы четырехцветной раскраски вершин плоских графов.
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Представляем Вам следующие книги:

Серия «НАУКУ — ВСЕМ! Шедевры научно-популярной литературы»

у  Колмогоров А. Н. Математика — наука и профессия. 
у  Ж уков А. В. Элегантная математика: Задачи и решения. 
у  Ж уков А. В. Прометеева искра: Античные истоки искусства математики. 
у  Гнеденко Б. В. Беседы о теории массового обслуживания. 
у  Гнеденко Б. В. Беседы о математической статистике. 
уГнеденко Б. В., Хинчин А. Я. Элементарное введение в теорию вероятностей. 
у  Мизес Р. Вероятность и статистика. 
у  Меннхен Ф. Некоторые тайны артистов-вычислителей.
у  Вильямс Д ж .Д. Совершенный стратег, или Букварь но теории стратегических игр. 
у  Юдин Д . Б., Юдин А .Д . Математики измеряют сложность.

у  Боровков А. А. Теория вероятностей. 
у  Крэндалл Р., Померане К. Простые числа: Вычислительные 

и криптографические аспекты. 
у  Александрова И. В. И з истории векторного исчисления.
уГоробец Б. С. Теория вероятностей, математическая статистика и элементы случайных 

процессов: Упрощенный курс.
уПухначев Ю. В., Попов Ю. И  Математика без формул. В 2 кн. 
у  Супрун В. П. Математика для старшеклассников: Задачи повышенной сложности. 
у  Супрун В. П. Математика для старшеклассников: Нестандартные методы 

решения задач.
у  Супрун В. И  Математика для старшеклассников: Методы решения и доказательства 

неравенств. 367 задач с подробными решениями. 
у  Мордухай-Болтовской Д .Д . Геометрия радиолярий. 
у  Золотаревская Д. И. Теория вероятностей. Задачи с решениями. 
у  Федин С. Н. Математики тоже шутят. 
у  Петров Н. Н. Математические игры. 
у  Пойа Д, Как решать задачу.
у  Гнеденко Б. В., Беляев Ю. К ,  Соловьев А .Д . М атем атические методы  в теории  

надеж ности: О сновны е характеристики надеж ности и их статистический анализ.

URSS

Наши книги можно приобрести в магазинах:

Тел./факс:

+7 (499) 724-25-45 
(многоканальный)

E-mail:

URSS@URSS.ru
http://URSS.ru

«НАУНУ -  ВСЕМ!» (и. Профсоюзная, Нахииовсннй пр-т, 56. Тел. (499) 724-2545) 

«Библио-Глобус» (н. Лубянка, ул. Мясницкая, 6. Тел. (495) 625-2457) 

«Московский дои книга» (и. Арбатская, ул. Новый Арбат, 8. Тел. (495) 203-8242) 

«Молодая гвардия» (и. Полянка, ул. Б. Полянка, 28. Тел. (495) 238-5001,
(495) 780-3370)

«Дои научно-технической книга» (Ленинский пр-т, 40. Тел. (495) 137-6019)

«Дон книга на Ладожской» (м.Баунанская, ул. Ладожская, 8, стр.1.
Тел. (495) 267-0302)

«Санкт-Петербургский Дом книга» (Невсний пр., 28. Тел. (812) 448-2355) 

«Книжный буи» (г. Киев, книжный рынок «Петровка», ряд 62, место 8 
(павильон «АкадемНнига»). Тел. +38 (067) 273-5010)

Сеть магазинов «Дом книга» (г. Екатеринбург, ул. Антона Валена, 12.
Тел. (343) 253-5010)

URSS.ruURSS.ru URSS.ru
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URSS

Уважаемые читатели! Уважаемые авторы!
Наше издательство специализируется на выпуске научной и учеб­
ной литературы, в том числе монографий, журналов, трудов ученых 
Российской академии наук, научно-исследовательских институтов 
и учебных заведений. Мы предлагаем авторам свои услуги на выгод­
ных экономических условиях. При этом мы берем на себя всю ра­
боту по подготовке издания — от набора, редактирования и верстки 
до тиражирования и распространения.

Среди вышедших и готовящихся к  изданию  книг мы предлагаем Вам следующие:

/  Гашков С. Б. Занимательная компьютерная арифметика: Математика и искусство счета 
на компьютерах и без них.

/Гашков С. Б. Занимательная компьютерная арифметика: Быстрые алгоритмы 
операций с числами и многочленами.

/Краснов М.Л. и др. Вся высшая математика. Т. 1 -7 .
/Краснов М.Л., Киселев А. И., Макаренко Г. И. Сборники задач 

«Вся высшая математика» с подробными решениями.
/  Тактаров Н. Г. Справочник по высшей математике для студентов вузов. 
у Боярчук А. К., Ляшко И. И,, Гай Я. Г., Головач Г. П. Справочное пособие по высшей 

математике (Аитндемндович). Т. 1-S .
Т. 1. Введение в анализ, производная, интеграл.
Т. 2. Ряды, функции векторного аргумента.
Т. 3. Интегралы, зависящ ие от параметра; кратные и криволинейные интегралы.
Т. 4. Ф ункции комплексного переменного: теория и практика.
Т. 5. Дифференциальные уравнения в примерах и задачах. 

г  Босс В. Лекции по теории управления. Т. 1: Автоматическое регулирование.
■/Босс В. Интуиция и математика.
/Босс В. Лекции по математике. Т. 1 -16 . Т. 1: Анализ; Т. 2: Дифференциальные 

уравнения; Т. 3: Линейная алгебра; Т. 4: Вероятность, информация, статистика;
Т. 5: Функциональный анализ; Т. 6: От Диофанта д о  Тьюринга; Т. 7: Оптимизация;
Т. 8: Теория групп; Т. 9: ТФ КП; Т. 10. П еребор и эффективные алгоритмы;
Т. 11. Уравнения математической физики; Т. 12. Контрпримеры и парадоксы;
Т. 13. Топология; Т. 14. Теория чисел; Т. 15. Нелинейны е операторы и неподвижные 
точки; Т. 16. Теория множеств: От Кантора д о  Коэна.

/Ивченко Г. И., Медведев Ю. И. Введение в математическую 
статистику. Статистика знает все.

/Пантаев М. Ю. Матанализ с человеческим лицом, или Как выжить после предельного 
перехода: Полный курс математического анализа. В 2 т.

/Зуев Ю.А. По океану дискретной математики: От перечислительной комбинаторики 
до современной криптографии. В 2 т.

^ Moscow Journal o f Combinatorics and Number Theory. (One volume of four issues is 
published annually.)

По всем вопросам Вы можете обратиться к нам: 
тел. + 7  (499) 7 2 4 -2 5 -4 5  (многоканальный) 
или электронной почтой URSS@ URSS.ru 
Полный каталог изданий представлен 
в интернет -магазине; http://U R SS.ru

Научная и учебная 
литература
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Об авторе

Доктор физико-математических наук, профессор кафедры 
дискретной математики МГУ имени М. В. Ломоносова. 
Автор и соавтор книг «Примени математику», 
«Арифметика. Алгоритмы Сложность вычислений», 
«Системы счисления и их применения», «Современная 
элементарная алгебра», «Элементарное введение в 
эллиптическую криптографию», «Криптографические 
методы защиты информации», «Занимательная 
компьютерная арифметика: Математика и искусство счета 
на компьютерах и без них» (М.: URSS) и «Занимательная 
компьютерная арифметика: Быстрые алгоритмы операций 
с числами и многочленами» (М.: URSS)

ЗАНИМАТЕЛЬНАЯ 
КОМПЬЮТЕРНАЯ 
АРИФМЕТИКИ —

Математика' 
и искусство счета 
на компьютерах 
и без них

СБОРНИК ЗАДАЧ 
ПО

ЛИНЕЙНОЙ
АЛГЕБРЕ

^1500

ЗПНИМПТЕПЬННЯ
КОМПЬЮТЕРНАЯ
ПРИФМЕТИКП

Быстрые
апгоритмы операции 
с числами 
и многочленами

ТЕОРИЯ
ВЕРОЯТНОСТЕЙ
в познавательных М  
и забавных 
ЗАДАЧАХ

l / l /НТУИЦИЯ

МАТЕМАТИКА*
■ .  — '

i. Л. ТЕУШ

МАТЕМАТИКЕ

■щрвЯЯ

О Л И М П И А Д Н Ы Е  
З А Д А Ч И  по

занимательных 
задачах А

Щ

A j
во всем ее блеске 
и многообразии

4
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I МАТЕМАТИКЕ

»400*м*

50 а

М%з

13363 ID 170933

9 Н7 8 5 3 9 7 НО 3 9 1 4 7">

Издательская группа р

URSSl
Каталог изданий 
в Интернете: 
http://URSS.ru 
E-mail: URSS@URSS.ru

-ЗАДАЧ

117335, Москва, Телефон/факс 
Нахимовский (многоканальный) 
проспект, 56 +7 (499)724 25 45
Отзывы о настоящем издании, а также обнаруженные 
опечатки присылайте по адресу URSS@URSS.ru. 
Ваши замечания и предложения будут учтены 
и отражены на web-странице этой книги на сайте 
http://URSS.ru


